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Um exemplo simples

Consideracdes sobre algoritmos gulosos

Exemplo avancado: cédigos de Huffman

Referéncia: Cormen, cap 17.
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Introducao

v

Otimizacdo

v

Alternativa a programacao dinamica

v

Em geral, mais simples

v

Nem sempre possivel

v

Exemplos:

» algoritmo de menor caminho (Dijkstra)
» arvore geradora minima
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Principios

» a solucdo é calculada de forma incremental

» cada incremento é realizado com a melhor escolha naquele
momento

> a sequéncia de decisdes localmente 6timas é globalmente
Stima

» adequado para problemas exibindo certas propriedades

> sub-estrutura étima
» propriedade da escolha gulosa
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Problema de escalonamento de atividades

Exemplo introdutdrio

» Temos n atividades

» As atividades necessitam de um recurso compartilhado

» Cada atividade / tem uma hora de inicio s; e uma hora de
término f;

» Acada t, s; <t < f;, aatividade i precisa do acesso exclusivo
ao recurso para funcionar.

» Problema:

» Escalonar a maior quantidade possivel de atividades.
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Algoritmo

Escalonamento de atividades

GREEDY-SCHEDULER(S, f)

N h<h<..f

1 n = s.length
// A: atividades escalonadas

2 A = {1} / atividade terminando mais cedo é escalonada
// j: udltima atividade escalonada

3 j=1

4 for i = 2 to n / escolhe se a atividade i é escalonada
5 if s; > f

6 A=AU{i}

7 j=i

8 return A
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Por qual razdo este algoritmo é qualificado de guloso?
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Complexidade

Escalonamento de atividades

GREEDY-SCHEDULER(S, f)
n = s.length

1
2 A={1}

3 j=1

4 for i = 2 to n / ©(n) repeticdes
5 if s; > f; / O(1) por repeticao
6 A=AU{i}
7 j=i
8 return A
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Complexidade

Escalonamento de atividades

GREEDY-SCHEDULER(S, f)
n = s.length

1
2 A={1}

3 j=1

4 for i = 2 to n / ©(n) repeticdes
5 if s; > f; / O(1) por repeticao
6 A=AU{i}
7 j=i
8 return A
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Correcao

Escalonamento de atividades

» O algoritmo sempre tenta maximizar o tempo que o recurso
ficard disponivel

» Serd que é correto? Justifique.

Teorema
O algoritmo GREEDY-SCHEDULER produz solugdes de tamanho
maximo para o problema do escalonamento de atividades.
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Correcao

Escalonamento de atividades

Por inducao.

v

Seja A = {A1,... A} uma solugdo Stima, ordenada por
tempo de término crescente.

v

Queremos mostrar que existe um escalonamento étimo com 1
Se A1 #1,seja B=A—-{A} U{1}

B é um escalonamento correto das atividades, pois f; < fa,

v

v

v

Logo B é um escalonamento étimo que comega com 1.

v

Sempre existe um escalonamento 6timo come¢ando por 1.

v

Uma vez 1 escolhido, deve-se escalonar a maior quantidade
possivel de tarefas a partir de f;.

» Instancia menor do mesmo problema!

» Podemos repetir a escolha gulosa.

» Por indug3o a solugdo é correta.



Exercicios

1. Desenvolver um algoritmo para o problema do escalonamento
da atividades utilizando programacao dinamica.
» Dica: o algoritmo deve calcular m;, para 1 < < n, onde m; é
a solugdo para as atividades {1,2,.../}.
» Compare a complexidade do algoritmo obtido com a de
GREEDY-SCHEDULE

2. A abordagem gulosa nem sempre funciona:

» Encontre um exemplo que mostra por que n3o funciona se for
escolhida a atividade de menor duracdo no problema do
escalonamento de atividades.

» Encontre um exemplo que mostra por que n3o funciona se for
escolhida a atividade com menos conflitos no problema do
escalonamento de atividades.



Estratégias gulosas

» Como determinar se uma estratégia gulosa é correta?

» Deve-se demonstrar que uma solugdo globalmente étima pode
ser calculada a partir de solugdes localmente 6timas

» Exemplo: o teorema sobre GREEDY-SCHEDULER

» Considera uma solu¢io globalmente étima (A).

» Mostra que pode se construir uma solu¢do globalmente étima
a partir da escolha gulosa (A — {A;} U {1}).

» Mostrar por indugdo que a escolha gulosa pode ser repetida.

» uma escolha localmente étima produz uma instancia menor do
mesmo problema de otimizag3o.

> sub-estrutura étima
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Programacao dinamica e algoritmos gulosos

Comparagio

v

v

v

v

Compartilham a propriedade de sub-estrutura 6tima
Porém n3o sdo equivalentes!
Exemplos:

» problema da mochila 0-1 (ver aula 27)
» problema da mochila: itens tem pesos e valores, mas é possivel
fracionar cada item.

Uma instancia:

» K =50, vy =60, wy =10, v» = 100, wp = 20, v3 = 120,

v

wy = 30,
» Qual a solucdo 6tima no caso da mochila 0 — 17
» Qual a solucio 6tima no caso da mochila?

Qual pode ser resolvido apenas com programacgdo dinamica,
por que?

PPgsC
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Programacao dinamica e algoritmos gulosos

Comparagio

» Compartilham a propriedade de sub-estrutura 6tima
» Porém n3o s3o equivalentes!
» Exemplos:
» problema da mochila 0-1 (ver aula 27)
» problema da mochila: itens tem pesos e valores, mas é possivel
fracionar cada item.
» Uma instancia:
» K =050, vi =60, w; =10, v» =100, wr, = 20, v3 = 120,
wy = 30,
» Qual a solucdo 6tima no caso da mochila 0 — 17
» Qual a solucdo 6tima no caso da mochila?
» Qual pode ser resolvido apenas com programacao dindmica,
por que?
» Como resolver o problema da mochila com um algoritmo
guloso? PPgscC
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Exercicios

1. Demonstrar que o problema da mochila pode ser resolvido de
forma gulosa.

2. Projetar um algoritmo guloso para solucionar o problema da
mochila.

PPgsC
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Cédigos de Huffman

Um exemplo avangado

v

Utilizado para compactar dados

v

Dados: sequéncias de simbolos

v

Necessita conhecer a frequéncia de cada simbolo

v

Atribui cédigo de tamanho menor para simbolos mais
frequentes

v

Alocagao de cédigo: algoritmo guloso

PPgsC
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llustracao

Um exemplo avangado

v

arquivo de tamanho 100.000 simbolos

seis simbolos diferentes

v

v

hipdtese: codificagcdo binaria

v

3 bits por simbolo

v

custo total (sem compactagdo): 300 kbits
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llustracao

Um exemplo avangado

> arquivo de tamanho 100.000 simbolos
> seis simbolos diferentes

> hipdtese: codificacdo bindria

» 3 bits por simbolo

» custo total (sem compactagdo): 300 kbits

lafbfc|d] e | f|
frequéncia | 45 | 13 | 12 | 16 9 5
cédigo de tamanho fixo | 000 | 001 | 010 | 011 | 100 | 101
cédigo de tamanho varidvel | 0 | 101 | 100 | 111 | 1101 | 1100
Custo com cédigo de tamanho varidvel: 224 kbits (=~ 25%) 4

2
PPgsC
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Cddigos livres de prefixo

ja| bl c|d] e | f|
cédigo de tamanho varidvel | 0 | 101 | 100 | 111 | 1101 | 1100 |

Defini¢do (Cddigo livre de prefixo)
Um cdédigo é livre de préfixo se, para qualquer par de simbolos
s1, Sp a codificacdo de s; ndo é prefixo da codificacdo de s».

» O cédigo na tabela é livre de prefixo

» Qual texto representa 01011007 e 1010011017

» Por que é possivel decodificar?

PPgsC
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Cédigos livres de prefixo

» Decodificacdo é simples
» Qual estrutura de dados utilizar para uma decodificacio
eficiente?

PPgsC
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Cddigos livres de prefixo

v

Decodificagdo é simples

v

Qual estrutura de dados utilizar para uma decodificacio
eficiente?
Arvore binaria

» sem sub-arvore: simbolo decodificado no vértice

» 0: selecionar sub-arvore esquerda
» 1: selecionar sub-arvore direita

v

v

Exemplo:

la | b lcfd]| e | f

frequéncia | 45 | 13 | 12 | 16 9 5

cédigo de tamanho fixo | 000 | 001 | 010 | 011 | 100 | 101
cédigo de tamanho varidvel | 0 | 101 | 100 | 111 | 1101 00

2
PPgsC
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Cddigos livres de prefixo

» codificacdo 6tima: arvore binaria cheia
» cada vértice ou é uma folha, ou tem duas sub-arvores n3o
vazias

» Seja T uma arvore de codificacdo 6tima. Dada a frequéncia
f(A, c) de cada caractere ¢ em um arquivo A, qual o tamanho
da representacdo de A com T7

PPgsC
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Cddigos livres de prefixo

» codificacdo 6tima: arvore binaria cheia
» cada vértice ou é uma folha, ou tem duas sub-arvores n3o
vazias

» Seja T uma arvore de codificacdo 6tima. Dada a frequéncia
f(A, c) de cada caractere ¢ em um arquivo A, qual o tamanho
da representacdo de A com T7

B(A, T) =) f(A c)dr(c)

onde dr(c) é a profundidade de c em T
—> o custode T.

PPgsC

19/30



Cddigos livres de prefixo

» codificacdo 6tima: arvore binaria cheia
» cada vértice ou é uma folha, ou tem duas sub-arvores n3o
vazias

» Seja T uma arvore de codificacdo 6tima. Dada a frequéncia
f(A, c) de cada caractere ¢ em um arquivo A, qual o tamanho
da representacdo de A com T7

B(A, T) =) f(A c)dr(c)

onde dr(c) é a profundidade de c em T
—> o custode T.

» Dada f(A, c¢) para cada ¢, como construir uma arvore de
codificacdo 6tima?
PPgSC
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Cddigos livres de prefixo

» codificacdo 6tima: arvore binaria cheia
» cada vértice ou é uma folha, ou tem duas sub-arvores n3o
vazias

» Seja T uma arvore de codificacdo 6tima. Dada a frequéncia
f(A, c) de cada caractere ¢ em um arquivo A, qual o tamanho
da representacdo de A com T7

B(A, T) =) f(A c)dr(c)

onde dr(c) é a profundidade de c em T
—> o custode T.

» Dada f(A, c¢) para cada ¢, como construir uma arvore de
codificagdo 6tima? Cdédificacao de Huffman
PPgSC
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Codificacao de Huffman

Um pouco de histéria

» David Huffman inventou a codificacdo de Huffman em 1952
» doutorando no M.I.T.
> avaliacdo da disciplina Teoria da Informag¢3o:
> exame escrito, ou
> escrever um artigo original sobre o tema “codificacdo binaria
Stima”
» desenvolveu a ideia, que era melhor que as existentes

(inclusive do docente da disciplina)

PPgsC
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Construcao do cédigo de Huffman

Principios

» construcdo incremental da arvore
» abordagem ascendente

» inicia com uma floresta de |C| folhas

» realiza |C| — 1 etapas de “jungdo” para criar a arvore final:
» escolher duas arvores T;, T; da floresta
» criar uma nova sub-drvore que tem T; e T; como sub-arvores.

PPgsC
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Construcao do cédigo de Huffman

Principios

» construcdo incremental da arvore
» abordagem ascendente
» inicia com uma floresta de |C| folhas

» realiza |C| — 1 etapas de “jungdo” para criar a arvore final:
» escolher duas arvores T;, T; da floresta
» criar uma nova sub-drvore que tem T; e T; como sub-arvores.

» como escolher?

PPgsC
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Construcao do cédigo de Huffman
Algoritmo

» v.f frequéncia dos caracteres da sub-arvore enraizada em v
> v.c caractere no vértice-folha v.

HUFFMAN-CODE(C)
/ Q: fila de prioridade com chave v.f

1 forceC

2 v = ALLOC-VERTEX()

3 v.f =c.f

4 v.val = ¢

5 PusH-BACK(Q, v)

6 MAKE-HEAP(Q, v)

7 fori=1to|C|—-1

8 v = ALLOC-VERTEX()

9 I = v.left = EXTRACT-MIN(Q)
10 r = v.right = EXTRACT-MIN(Q)
11 v.f = Lf+r.f
12 INSERT(Q, v) PPgsc

13  return EXTRACT-MIN(Q)
22/30



llustracao
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Complexidade

Construgdo do cédigo de Huffman

HurFMAN-CODE(C)
/ Q: fila de prioridade com chave v.f

1 for c € C / ©(|C|) iteragbes

2 v = ALLOC-VERTEX()

3 v.f =c.f

4 v.val = ¢

5 PusH-BACk(Q, v)

6 MAKE-HEAP(Q,v) / heap binario ©(|C|)

7 fori=1to|C|—1/ |C| iteragdes

8 v = ALLOC-VERTEX()

9 | = v.left = EXTRACT-MIN(Q) / ©(lg|C])
10 r = v.right = EXTRACT-MIN(Q) / ©(lg|C|)
11 v.f = 1.f+r.f
12 INSERT(Q, v) / ©(Ig|C])

13 return EXTRACT-MIN(Q) / ©(lg|C|) Frese
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Complexidade

Construgdo do cédigo de Huffman

o[Clg[C]
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Construcao do cédigo de Huffman

Correcdo

Lema
Seja C um alfabeto, e c.f a frequéncia de cada caractere em C. Se
X e y sdo os caracteres com a menor frequéncia em C, entdo existe
um cédigo livre de prefixo étimo para C, onde a cédificacdo de x e
a de y tem mesmo comprimento e diferem apenas no dltimo bit.
Roteiro da prova
» Considerar uma arvore T representando um cédigo livre de
prefixo 6timo qualquer
» Construir uma arvore T’ a partir de T onde as codificacdes de
X e y tém as propriedades enunciadas.

» x e y devem ser irm3os de profundidade maxima em T'.

PPgsC
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Construcao do cédigo de Huffman

Correcdo

Demonstracao.

> Seja uma drvore T representando um cédigo livre de prefixo
6timo qualquer.

v

Seja b e ¢ dois vizinhos na profundidade maxima, b.f < c.f

» Seja x e y os dois caracteres com a menor frequéncia,
x.f<y.f

Temos x.f < b.fey.f <c.f
T’ é obtido a partir de T trocando x e b.

v

v

PPgsC
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Construcao do cédigo de Huffman

Correcdo

Demonstracao.

» Seja b e ¢ dois vizinhos na profundidade mdxima, b.f < c.f

» Seja x e y os dois caracteres com a menor frequéncia,
x.f <y.f

» Temos x.f < b.fey.f <c.f

» T’ é obtido a partir de T trocando x e b.
B(T) - B(T")
Yocc.f-dr(c) = . c.f-dr(c)
x.fodr(x)+ b.f-dr(b) — x.f-dr/(x)+ b.f - dr/(b)
x.f-dr(x)+ b.f - dr(b) — x.f - dr(b) + b.f - dr(x)
(b. f—X f) - (dr(b) — dr(x))
(b.f —x.f)>0-(dr(b) — dr(x)) > 0
r/—/ —

v

[PPgsSC
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Construcao do cédigo de Huffman

Correcdo

Demonstracao.

>

>

Seja b e ¢ dois vizinhos na profundidade maxima, b.f < c.f

Seja x e y os dois caracteres com a menor frequéncia,
x.f<y.f

Temos x.f < b.fey.f <c.f

T’ é obtido a partir de T trocando x e b.

T" é obtido a partir de T’ trocando y e c.
Similarmente, mostramos que B(T") < B(T') < B(T).
Mas B tem custo minimo, logo B(T) < B(T").

Conclusdo: B(T")=B(T) e T”, onde a cédificacdo de x e a
de y tem mesmo comprimento e diferem apenas no dltimo bit,
representa um cddigo livre de prefixo étimo.

ﬂ’PgSC
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Construcao do cédigo de Huffman

Correcdo

Lema
Seja T uma arvore bindria cheia representando um cédigo livre de
prefixo 6timo para um alfabeto C, com frequéncia c.f para cada c
em C.
Se x e y sdo duas folhas vizinhas em T, e z o ascendente imediato
dessas folhas. Entdo, considerando z como um caractere de
frequéncia x.f +y.f, a drvore T' = T — {x, y} representa cddigo
livre de prefixo étimo para o alfabeto C' = C — {x,y} U {z}.
Roteiro da prova

» Relacionar o custo de T com o custo de T’

» Mostrar, por contradicio, que T’ é representa um cédigo livre
de prefixo 6timo. Vi
P~



Construcao do cédigo de Huffman

Correcdo

Demonstracao.

> hipdtese inicial: T representa um cddigo livre de prefixo étimo;

» Relacionar o custo de T com o custo de T':

B(T)

>cerc-f-dr(c)

EceT—{x,y} c.f-dr(c)+x.f-dr(x)+y.f-dr(y)
(Z"')‘FX.I(‘(dT/(Z)+1)+y.f'(dT/(Z)+1)
Oo )+ (x.fF+y.f)-dr(z)+x.f+y.f

oo )+ xfHy.f

Yocer Cf-dr(c)+x.f+y.f

B(T')+x.f+y.f

PPgsC

28 /30



Construcao do cédigo de Huffman

Correcdo

Demonstracao.

» hipdtese inicial: T representa um cédigo livre de prefixo étimo;

» Relacionar o custo de T com o custo de T":
B(T) = B(T)+x.f+y.f
» hipétese adicional: T’ n3o representa um cédigo livre de
prefixo 6timo:

» Logo, existe T” 6timo para C’, tal que B(T") < B(T).

» zéuma folhaem T'eem T”.

» Substituindo z por x e y em T, obtemos uma nova 4rvore

para C, que tem custo menor que T. Contradicdo

PPgsC
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Construcdo do cédigo de Huffman

Correcdo

Teorema

O algoritmo HUFFMAN-CODE produz uma drvore que representa
um cédigo livre de prefixo étimo para C.

Demonstracao.
A partir dos lemas anteriores. []

PPgsC
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Exercicios

1. Explique por quais motivos HUFFMAN-CODE é um algoritmo
guloso.

2. Demonstrar que uma arvore bindria ndo cheia ndo pode
representar um cédigo livre de prefixo étimo.

3. Construir um cdédigo livre de prefixo 6timo para o alfabeto e
as frequéncias seguintes:

a:1,b:1,¢c:2,d:3,e:5,f:8,g:13,h:21

4. Construir um cédigo livre de prefixo 6timo para um alfabeto
cujas frequéncias correspondem a sequéncia de Fibonacci.

5. Caracterizar instancias do problema tal que todas as
codificagbes do cdédigo livre de prefixo étimo tenham o mesmo
comprimento.
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