Aula 24: Grafos: algoritmos elementares (I)

David Déharbe
Programa de Pds-graduagdo em Sistemas e Computagdo
Universidade Federal do Rio Grande do Norte
Centro de Ciéncias Exatas e da Terra
Departamento de Informatica e Matematica Aplicada

Download me from http://DavidDeharbe.github.io
PPgSC

1/56


http://DavidDeharbe.github.io

Plano

Introdugao

Defini¢oes

Representacdo

Busca em largura

Busca em profundidade

Referéncia: Cormen, cap 23.

PPgsC



Motivacao

» Grafos: modelagem de dados e relacionamentos

» Aplicagbes em todos os dominios da computagdo
» Problemas classicos:
» ordenac¢3o topoldgica
componentes conexos
arvore geradora
caminhos de custo minimo
fluxo maximo

vV vy vYyy

PPgsC

3/56



Grafo nao dirigido

Defini¢do (Grafo n3o dirigido, vértice, aresta)

Um grafo no dirigido G é um par (V, E), onde V é o conjunto
dos vértices, e E C V x V/, é uma relacdo bindria sobre V, é o
conjunto das arestas'.

<N
NP

vV = 0,1,2,3,
E = {(0’1)7(072)’(073)’(173)7(273)}

PPgsC

Existe uma aresta e entre v e v’ sse (v,v') € E ou (v/,v) € E.
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Grafo nao dirigido, com pesos

Defini¢do (Grafo n&o dirigido com pesos)
Um grafo no dirigido com pesos G é um par (V, E, w), onde
(V,E) é um grafo n3o dirigido e w : E — R é o peso das arestas.

N
s

/0\

w={(0,1) = 1,(0,2) — 3,(0,3) 9, (1,3) — 2, (2,3) > 2}
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Grafo dirigido

Defini¢do (Grafo, vértice, seta)

Um grafo dirigido G é um par (V,E), onde V é o conjunto dos
vértices, e E C V x V/, é uma relacdo binaria sobre V, é o
conjunto das setas?.

0

N

1 2

N,

3

vV = 0,1,2,3,
E = {(0’1)7(072)’(370)’(173)7(273)}
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2Existe uma seta e de v para v/ sse (v,v') € E.
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Grafo dirigido, com pesos

Defini¢do (Grafo dirigido com pesos, vértice, seta)

Um grafo dirigido com pesos G é uma tripla (V, E, w), onde
(V,E) é um grafo dirigdo e w : V — R é o peso de cada seta.

<>
RN

3

1 2

w={(0,1) = 1,(0,2) — 3,(3,0) 9, (1,3) — 2, (2,3) — 2}
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Representaciao computacional

1. lista de adjacéncia (matriz esparsa) ©(V + E)
(listas encadeadas)

2. matriz de adjacéncia (matriz densa, ou pequena suficiente)
O(V?)
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Grafo nao dirigido sem pesos
/ 0 \
1 \ / 2
3

listas de adjacéncia

0 (1,2,3); 1 (0,3);2 — (0,3),3 — (0,1,2)

(0,3
0 11
. o 1 01
matriz de adjacéncia 1 0 1
1 10

= O O K

PPgsC



Grafo nao dirigido com pesos

listas de adjacéncia
0~ ((1 ,
((0,3),(3,2)); 3 = ((0,

matriz de adjacéncia
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Grafo dirigido

0

/ \

1 2
\ /
3

listas de adjacéncia 0+ (1,2);1 — (3);2+— (3),3 +— (0)

matriz de adjacéncia

OO O = =

(1,2
01
00
0 0
10

O R~ O
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Grafo dirigido com pesos

1 9 2
N
3
. oA — ((1,1)); 1~ ((3,2));
listas de adjacéncia 2 ((0,3)), 3 ((0,9),(2,2))
0 1 oo o
matriz de adjacéncia o 0 oo 2
] 3 o 0 o
9 oo 2 0
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Exercicios

» A matriz de adjacéncia de um grafo n3o dirigido ¢ igual a sua
transposta. A diagonal n3o carrega informag¢do. Assim, mais
da metade da representacdo é redundante ou indtil. Para
reduzir o tamanho da representacdo, pode se utilizar um
arranjo simples para armazenar apenas as entradas abaixo da
diagonal (ou apenas as entradas acima da diagonal).

> llustrando esta ideia com o nosso exemplo de grafo simple, a
matriz de adjacéncia pode ser compactada no arranjo
seguinte:

(1f1jofuf1]1]
A mesma coisa pode ser feita para grafos com pesos:
[1]3]cf9]2[2]
» Dado dos vértices u e v, tal que u < v, qual a posi¢ao P
correspondente no arranjo de adjacéncia? Lo\




Exercicios

1. O grau de saida (de entrada) um vértice é o nimero de
arestas que tem este vértice como fonte (destinho).
> Na representacdo com listas de adjacéncia, como calcular o
grau de saida e de entrada de um vértice? Qual a
complexidade destas opera¢des?
» E com matrizes de adjacéncia?
2. Considere o problema de inverter as arestas de um grafo
dirigido.
» Como fazer isto com a representacao por listas de adjacéncia?
Qual a complexidade?
» E com matrizes de adjacéncia?
» Relacione este problema com o de calcular a matriz transposta
de uma matriz.
3. Dado um grafo G = (V, E), o grafo G2 é tal que
G? = (V,E'), onde
E'={(u,w)|3v-(u,v)e EAN(v,w) € E}.
» Como calcular G2 com a representacio por listas de 4
adjacéncia? Qual a complexidade? Do
» E com matrizes de adjacéncia?



Busca

em largura

algoritmo elementar para visitar os vértices

> base para outros algoritmos importantes

» algoritmo de Dijkstra
» algoritmo de Prim

entrada: G=(V,E)escV
» dirigido ou nao
resultado:

» distdncia (menor nimero de arestas) de s para cada v € V
» darvore “em largura primeiro” de raiz s dos vértices alcangéveis

largura: processa vértices de distancia k de s antes dos
vértices de distancia k + 1 de s.

PPgsC
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Principios

1. Coloragdo dos vértices:

branco: a visitar

cinza: sendo visitado

preto: visitado

branco — cinza — preto

chegada a um vértice: branco — cinza

cinza: pode possuir vizinhos brancos

preto: todos os vértices adjacentes s3o da cor cinza ou preto.

vV VY vy VY VY Y

2. Arvore de processamento:
» se v foi descoberto a partir de u: u é predecessor de v

PPgsC
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Implementac3o: dados

» b.color: cor do vértice v
» inicialmente: branco

» v.d: distdnciade s a v
> inicialmente: oo

> v.up: predecessor de v
> inicialmente: NIL

PPgsC
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Implementacao: algoritmo

Parte 1: inicializagdo

BFS(G,s)

// Inicializacdo

for veV—{s}
v.color = WHITE
v.up = NIL
v.d = 0

s.color = GRAY

s.up = NIL

s.d=0

ENQUEUE(Q, s)

PPgsC
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Implementacao: algoritmo

Parte 2: processamento

// Processamento
while "EMPTY(Q)
u = HEAD(Q)
for v € u.adj
if v.color == WHITE
v.color = GRAY

v.d =ud+1

v.up = u

ENQUEUE(Q, v)
DEQUEUE(Q)

u.color = BLACK

PPgsC
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Algoritmo

llustragdo

v Nil['s Nl [ €2 Nil | u s Nil | v s Nit[w s Nil|x: Nit ]y < Nil
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Algoritmo

llustragdo

N Jore
® D@

ros|s:Nit e Nit[u s Nt v Nilfwoss [Nl ]y s Nl
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Algoritmo

llustragdo

P eed o

ros|sNit[t:w | usNil| v Nit|w:s|x:w]y:Nil

3

.
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Algoritmo

llustragdo

Sesi -

rSsN|ItwuN|IerwayN|I‘

PPgsSC

23 /56



Algoritmo

llustragdo

> D

’r s‘s N|I‘t w‘u tv I’W sx Wy N|I‘
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Algoritmo

llustragdo

!

s [ewfure v s

T
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Algoritmo

llustragdo

4

rsTs e ue v s [ow [y
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Algoritmo

llustragdo

%

s [ewfue]v s [xow [y
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Algoritmo

llustragdo

st [ewfurev s [xow[y
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Complexidade

» dois lacos aninhados

v

v

» um vértice entra em @ quando é
branco

» ¢é imediatemente alterado para
cinza

> logo entra no maximo uma vez

em @
a cada iteracdo do laco mais
externo, um vértice é eliminado
logo, o lago mais externo é
executado no méaximo |V/| vezes,
o lago mais interno enumera as
arestas de um né
cada aresta é enumerada no
maximo duas vezes

a complexidade é O(|V|+ |E|)

// Processamento
while —EMPTY(Q)
u = HEAD(Q)
for v € u.adj
if v.color == WHITE
v.color = GRAY

v.d =ud+1

v.up = u

ENQUEUE(Q, v)
DEQUEUE(Q)

u.color = BLACK



Correcao

E correto o algoritmo BFS?

PPgsC
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Correcao

E correto o algoritmo BFS?

Roteiro da demonstrac3o:

1.

Defini¢des: distancia de menor caminho, menor caminho.

2. Propriedade da distancia de menor caminho.
3.
4. Propriedade sobre o atributo d do algoritmo BFS

Propriedade sobre a fila @ no algoritmo BF'S

» maior ou igual a distdncia de menor caminho
» igual a distdncia de menor caminho

Teorema: correcdo de BF'S



Distancia de menor caminho, menor caminho

Correcdo

Defini¢do (Distdncia de menor caminho)

A disténcia de menor caminho (s, v) entre dois vértices s e v é o
menor nimero de arestas entre todos os caminhos de s até v, se
existir algum caminho. Caso contrario é co.

Definicdo (Menor caminho)

Um caminho entre s e v é um menor caminho se tem (s, v)
arestas.

PPgsC
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Propriedade da distancia de menor caminho

Correcdo

Lema (Lema da distancia de menor caminho)
Seja G = (V, E) um grafo (dirigido ou ndo) e s € V. Para
qualquer aresta (u,v) € E, temos: 6(s,v) < d(s,u) + 1.

PPgsC
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Propriedade da distancia de menor caminho

Correcdo
Lema (Lema da distancia de menor caminho)

Seja G = (V, E) um grafo (dirigido ou ndo) e s € V. Para
qualquer aresta (u,v) € E, temos: 6(s,v) < d(s,u) + 1.

" u);sga(s, )

14

Demonstracao.

Se hd um caminho de s até u, também hd um até v. O menor

caminho até v n3o pode ser maior que o menor caminho até u

seguido de (u, v).

Se ndo existe caminho de s até u, entdo d(s,v) = d(s, u) = co. [krgsc
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Propriedade da fila no algoritmo BF'S

Correcdo

Mostramos ent3o uma propriedade sobre a fila Q

Lema (fila no algoritmo BF'S)

Durante a execugdo de BFS(G,s), a fila Q = (vi,v2,...v,) (1
cabeca). Entdo v,.d < vi.d+1ev;.d <vj1.d, para
iel..r—1

PPgsC
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Propriedade da fila no algoritmo BF'S

Correcdo

Mostramos entdo uma propriedade sobre a fila Q

Lema (fila no algoritmo BF'S)

Durante a execucdo de BFS(G,s), a fila Q = (vi,vo,...v,) (v
cabeca). Entdo v,.d < vi.d +1 e v;.d < vji1.d, para
iel..r—1.

Demonstracao.

Inducdo sobre operagdes da fila.

base Q = (s) e a propriedade é satisfeita.

PPgsC
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Propriedade da fila no algoritmo BF'S

Correcdo

Mostramos entdo uma propriedade sobre a fila Q

Lema (fila no algoritmo BF'S)

Durante a execucdo de BFS(G,s), a fila Q = (vi,vo,...v,) (v
cabeca). Entdo v,.d < vi.d +1 e v;.d < vji1.d, para
iel..r—1.

Demonstracao.

Inducdo sobre operagdes da fila.
em geral prova por caso (ENQUEUE e DEQUEUE)

PPgsC
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Propriedade da fila no algoritmo BFS

Correcdo

Mostramos entdo uma propriedade sobre a fila @

Lema (fila no algoritmo BF'S)

Durante a execugcdo de BFS(G,s), a fila Q = (vi,va,...v,) (v
cabeca). Entdo v,.d < vi.d +1 e v;.d < vji1.d, para
iel..r—1.

Demonstracao.

Indugdo sobre operagdes da fila.

DEQUEUE A nova cabeca é v». Por hipdtese, temos
Ve.d < v1.4+1 < w.+1, pela hipétese de inducdo. As
outras desigualdades permanecem.

O

PPgsC
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Propriedade da fila no algoritmo BFS

Correcdo

Mostramos entdo uma propriedade sobre a fila Q

Lema (fila no algoritmo BF'S)

Durante a execugdo de BFS(G,s), a fila Q = (vi,va,...v,) (v
cabeca). Entdo v,.d < vi.d+1ev;.d <vj1.d, para
iel..r—1.

Demonstracao.

Indugdo sobre operagdes da fila.
ENQUEUE Um vértice v é inserido, tornando-se v,;1. Neste
caso, a varidvel u tem como valor vi. Logo (v1, Vr+1)
é uma aresta, e v,1.d = vi.d + 1. Temos que
Ve.d < vi.d +1=v,y1.d. As outras desigualdades
permanecem.
[PPgsC
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Propriedade do atributo d no algoritmo BF'S
Corregao
Prova que d(s,v) <v.d ...
Lema (atributo d no algoritmo BF'S)
Seja G = (V, E) um grafo (dirigido ou ndo), s € V um vértice
qualquer. Aplicamos o algoritmo BFS(G, s).
Quando o algoritmo termina, para qualquer v: v.d > (s, v).

PPgsC
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Propriedade do atributo d no algoritmo BF'S

Correcdo

Prova que d(s,v) <v.d ...

Lema (atributo d no algoritmo BF'S)

Seja G = (V, E) um grafo (dirigido ou ndo), s € V um vértice
qualquer. Aplicamos o algoritmo BFS(G, s).

Quando o algoritmo termina, para qualquer v: v.d > (s, v).

Demonstracao.
Por inducdo no niimero de aplicacdes de ENQUEUE.

base (apés ENQUEUE(s)) v.d =0 =4(s,s), e, se v # s,
v.d =00 > (s, v).
caso geral seja v um vértice branco alcancado na visita de u.
» por hipétese de indugdo, u.d > (s, u)
» o algoritmo diz que v.d = u.d +1
» logo v.d > d0(s,u) +1
> e, pelo lema da distancia de menor caminho, v.d > d(s,v). prgse

o valor de v.d n3o é mais alterado 34 /56



O algoritmo BF'S calcula as distancias de menor caminho

Correcdo

Mostramos enfim que BF'S calcula as distdncias de menor
caminho.
Teorema (Corregdo do algoritmo BF'S)

Durante a execucdo de BFS(G,s), para cada vértice v e V
alcangavel a partir de s:

» v é processado,

> no término, v.d = (s, v).

> se v # s, um dos menores caminhos de s até v é composto
por um dos menores caminhos de s até v.up e pela aresta

(v.up,v).

PPgsC
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Prova do teorema principal

Correcdo

Por casos.

» v nao é alcancavel a partir de s

> v é alcanc¢dvel a partir de s

PPgsC
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Prova do teorema principal

Correcdo

Por casos.
v ndo é alcancavel a partir de s:

>

>

>

i(s, v) = oo.
Pelo lema do atributo d, v.d > §(s, v),

como nao é possivel atribuir co a v.d no lago principal de
BFS,

logo o lago sé processa nds alcangdveis a partir de s.

Ent3o, no término do algoritmo v.d = oo = d(s, v).

PPgsC
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Prova do teorema principal

Correcdo

Por casos.
v € alcangavel a partir de s:

» Seja Vi ={ve V|i(s,v)=k}
» prova por indu¢do sobre k.
» propriedade sobre k: se v € V, existe um ponto durante a
execucao tal que
1. v.color = GRAY
2. v.d é atribuido k
3. se v # s, entdo v.up é atribuido u, onde u € Vj_;
4. v é inserido em @
» obs.: se esse ponto existir, necessariamente é unico (color, d e
up sdo atribuidos no maximo uma vez).
O
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36 /56



Prova do teorema principal

Correcdo

Caso de base: k=0
» Por defini¢do, Vo = {s}.

» Na fase de inicializagdo do algoritmo:

1. s.color é atribuido GRAY
2. s.d é atribuido 0
3. s éinserido em @

PPgsC
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Prova

Correcdo

Em

v

do teorema principal

geral: k>0
Q # () antes do término.

» pelo lema da fila, se os vértices s3o inseridos em ordem

vi,Vo,...v, entdo vi.d < w.d <...v,.d.

sejave Vi, k>1,

v s6 pode ser encontrado quando todos os vértices de Vj_1
tiverem entrados na fila.

v € Vk = d(s,v) = k, logo hd um menor caminho de k
arestas entre s e v, passando por u € V_1, e (u,v) € E.
seja u o primeiro desses vértices que foi encontrado: u deve
ter entrado em @

u necessariamente torna-se a cabeca de @ em um momento

v deve ser descoberto quando processa as arestas de u, e
1. v.color é atribuido GRAY A
2. v.d éatribuido ud+1=46(s,u)+1=(k—1)+1=k Yo
3. v.up é atribuido u
4. v é inserido em @ 38 /56



Prova do teorema principal

Correcdo

» Isso conclui a prova por indugao
» Além disto, quando v € Vi, entdo v.up € Vj_;.

» podemos formar um menor caminho entre s e v com o menor
caminho entre s e v.up, seguido da aresta (v.up, v).

PPgsC
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BF'S e arvore de processamento em largura

» BF'S calcula também uma arvore, formada pelas arestas
(v.up,v).
> Esta arvore é uma arvore de processamento em largura.

Defini¢do (Sub-grafo dos predecessores)
Seja G = (V, E) um grafo, o sub-grafo dos predecessores é o grafo
Gr = (Vi, Er), onde

» Ve={stu{veV|v.up#NIL} e

» E.={(v.up,v) | v e V;—{s}}

Definicao (Arvore de processamento em largura)

Um sub-grafo dos predecessores é uma arvore de processamento
em largura quando V. é composto por s e por todos os vértices
alcancdveis v € V., existe um unico caminho entre s e v em G;.

Este caminho é um menor caminho entre s e v em G. pPgsc
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Exercicios

1. Escreva um algoritmo que, dado um grafo G = (V/, E), dois
vértices u e v, imprime um menor caminho entre u e v, se
esse existir.

2. Qual seria a complexidade de BF'S, caso seja adotada uma
matriz de adjacéncia, uma vez feitas as adaptacGes
necessarias?

3. Mostre que o valor atribuido a u.d é independente da ordem
dos vértices nas listas de adjacéncia.

4. Um grafo é bipartido se o conjunto de vértices pode ser
separado em dois conjuntos, digamos V; e V5, tal que todas
as arestas relacionam um vértice de V4 com um vértice de V5.
Fornega um algoritmo eficiente que testa se um grafo é
bipartido. Vi
Yo



Busca em profundidade

» algoritmo elementar para visitar os vértices

» base para outros algoritmos importantes
» entrada: G =(V,E)

» dirigido ou ndo

> resultado:
» floresta de arvores “em profundidade primeiro” dos vértices de
G
» profundidade: prioriza vértices mais distantes do ponto de
partida.

PPgsC
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Principios

> inicia em um vértice

> visita os vértices alcancdveis, indo o mais “profundo” possivel
> volte e explora outro caminho repetidamente

> recomeca a busca a partir de outro vértice n3o visitado

» gera uma floresta

> cada vértice v tem atributo v.up.

» Sub-grafo dos predecessores:
Gr ={(v.up,v) | v €V Av.up# NIL}.

» A mesma convencao de coloracdo é utilizada
» Cada vértice tem dois marcadores:

» v.d: quando v é descoberto

» v.f: quando f é finalizado

» v.color = BLACK = v.d < v.f Vi
» variavel global time marca as etapas Do



Algoritmo

TiCcK

time = time + 1
return time

DFS(G)
forve G.V
v.color = WHITE
v.up = NIL
time = 0
forve G.V

if v.color == WHITE
DFS-visiT(v)

PPgsC
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Algoritmo

DFS-visit(v)
v.color = GRAY

v.d = TICcK
for w € v.adj
if w.color == WHITE
w.up = v

DFS-visiT(w)
v.color = BLACK
v.f = TICK

PPgsC
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llustracao
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Complexidade do algoritmo

DFS(G)

for ve G.V / ©(V])
v.color = WHITE
v.up = NIL

time = 0

forve G.V / O(V|)
if v.color == WHITE

DFS-visit(v)

PPgsC
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Complexidade do algoritmo

DFS-visiT(v)

/ ©(|V]) chamadas

v.color = GRAY

v.d = TICK

for w € v.adj // total: ©(|E|)

if w.color == WHITE

w.up = v
DFS-visiT(w)

v.color = BLACK

v.f = TICK

PPgsC
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Complexidade do algoritmo

o(IVI +[E)

PPgsC
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Propriedades

[y

. a relagdo predecessor forma uma floresta de arvores

2. estrutura de aninhamento da busca: teorema dos parénteses

3. condi¢do necessaria e suficiente de alcancgabilidade: teorema

do caminho branco

4. classificacdo das arestas na busca em profundidade

5. busca em profundidade em grafos nao dirigidos

PPgsC

48 / 56



A relacdo predecessor

» O grafo dos predecessores G, é uma floresta de arvores.

> as arestas correspondem as chamadas de DFS-VISIT

PPgsC
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Estrutura aninhada

» Etapas de descoberta e finalizagdo formam uma estrutura de

parénteses.
»v.d=... = (v
> v.f = ... = v

» exemplo (u(v(y(x)y)v)u)(w(zz)w)

O—C P

PPgsC
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Teorema dos parénteses

Teorema (Teorema dos parénteses)

No percurso em profundidade de um grafo G, para qualquer par de
vértices u e v, uma das trés condicdes seguintes € satisfeita:

1. os intervalos [u.d, u.f] e [v.d, v.f] ndo tém sobreposicdo;

2. o intervalo [u.d, u.f] € inteiramente contido em [v.d,v.f], e
u € um descendente de v na busca em profundidade;

3. o intervalo [u.d, u.f] contem inteiramente [v.d,v.f], e v é
um descendente de u na busca em profundidade.

Coroldrio (Aninhamento dos intervalos dos descendentes)

O vértice v é um descendente préprio de u na floresta de busca em
profundidade, se e somente se:

ud<v.d<v.f<u.f
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Teorema dos parénteses

Demonstracio

Demonstracao.
Por casos:

1. seu.d<v.d
1.1 sev.d < u.f:
> v é descoberto quando u é cinza, logo v é descendente de u.
> v é mais recente que u e as arestas saindo de v s3o
processadas antes de finalizar as de u, logo v.f < u.f.
» O intervalo para v é contido no intervalo para u.

12 seu.f <v.d:

> v.d < v.f
> o intervalo para u vem antes do intervalo para v.

> n3o ha sobreposicio.

2. caso simétrico: raciocinio simétrico
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Teorema do caminho branco

Teorema (Teorema do caminho branco)

Na floresta de profundidade de um grafo, dirigido ou ndo, o vértice
v € descendente de u se somente se na etapa u.d, v pode ser

alcancado a partir de u por um caminho composto apenas por
vértices brancos.
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Teorema do caminho branco

Demonstracao.
=
» v é um descendente de u,

» w é um vértice no caminho de u até v,

v

pelo corolario do aninhamento, u.d < w.d.

> logo, na etapa w.d, w é branco.

PPgsC
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Teorema do caminho branco

Demonstracao.

=

na etapa u.d, hd um caminho brancho de u até v

hipdtese 1: v ndo é descendente de u na arvore em
profundidade

hipétese 2: os demais vértices no caminho s3o descendentes
na arvore em profundidade

seja w o predecessor de v, logo w.f < u.f
v é processado apds u, e antes que w seja finalizado
logo u.d < v.d <w.f <u.f

pelo teorema dos parénteses, o intervalo para v é contido no
intervalo para u

pelo corolario do aninhamento, v deve ser um descendente de

u PPgsC
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Classificacao das arestas

> arestas de arvore: sdo as arestas (u, v) processadas em
DFS-vISIT tais que v é encontrado pela primeira vez.

> arestas para tras (B): s3o as arestas processadas em
DFS-VISIT que conectam v a um ancestro de v

» arestas para frente (F): sdo as arestas processadas em
DFS-VISIT que conectam v a um descendente de v ja visitado

» arestas cruzadas (C): as demais arestas.

> entre vértices da mesma arvore, tais que nenhuma é ancestro
de outra;
» entre vértices de arvores diferentes.
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Classificacao das arestas

> arestas de arvore: sdo as arestas (u, v) processadas em
DFS-vISIT tais que v é encontrado pela primeira vez.

> arestas para tras (B): s3o as arestas processadas em
DFS-VISIT que conectam v a um ancestro de v

» arestas para frente (F): sdo as arestas processadas em
DFS-VISIT que conectam v a um descendente de v ja visitado

» arestas cruzadas (C): as demais arestas.

> entre vértices da mesma arvore, tais que nenhuma é ancestro
de outra;
» entre vértices de arvores diferentes.

Como o algoritmo DFS-VISIT pode identificar o tipo de uma
aresta?
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Classificacao das arestas

> arestas de arvore: sdo as arestas (u, v) processadas em
DFS-VISIT tais que v é encontrado pela primeira vez.
v.color = WHITE

» arestas para tras (B): s3o as arestas processadas em
DFS-VISIT que conectam v a um ancestro de v

» arestas para frente (F): sdo as arestas processadas em
DFS-VISIT que conectam v a um descendente de v ja visitado

» arestas cruzadas (C): as demais arestas.

> entre vértices da mesma arvore, tais que nenhuma é ancestro
de outra;
» entre vértices de arvores diferentes.

Como o algoritmo DFS-VISIT pode identificar o tipo de uma
aresta?
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Classificacao das arestas

> arestas de arvore: sdo as arestas (u, v) processadas em
DFS-VISIT tais que v é encontrado pela primeira vez.

» arestas para trds (B): s3o as arestas processadas em
DFS-VISIT que conectam v a um ancestro de v
v.color = GRAY

» arestas para frente (F): sdo as arestas processadas em
DFS-VISIT que conectam v a um descendente de v ja visitado
» arestas cruzadas (C): as demais arestas.

> entre vértices da mesma arvore, tais que nenhuma é ancestro
de outra;
» entre vértices de arvores diferentes.

Como o algoritmo DFS-VISIT pode identificar o tipo de uma
aresta?
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Classificacao das arestas

> arestas de arvore: sdo as arestas (u, v) processadas em
DFS-VISIT tais que v é encontrado pela primeira vez.

» arestas para trds (B): s3o as arestas processadas em
DFS-VISIT que conectam v a um ancestro de v

> arestas para frente (F): sdo as arestas processadas em
DFS-VISIT que conectam v a um descendente de v ja
visitado v.color = BLACK u.d < v.d

» arestas cruzadas (C): as demais arestas. v.color = BLACK

> entre vértices da mesma arvore, tais que nenhuma é ancestro
de outra;
» entre vértices de arvores diferentes.

Como o algoritmo DFS-VISIT pode identificar o tipo de uma
aresta?
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Classificacao das arestas

» arestas de arvore: s3o as arestas (u, v) processadas em
DFS-VISIT tais que v é encontrado pela primeira vez.

» arestas para trds (B): s3o as arestas processadas em
DFS-VISIT que conectam v a um ancestro de v

» arestas para frente (F): sdo as arestas processadas em
DFS-VISIT que conectam v a um descendente de v ja
visitado u.d < v.d

» arestas cruzadas (C): as demais arestas. v.color = BLACK
ud>v.d

> entre vértices da mesma 4arvore, tais que nenhuma é ancestro
de outra;
» entre vértices de arvores diferentes.

Como o algoritmo DFS-VISIT pode identificar o tipo de uma

aresta?
PPgSC
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Arestas em grafos nao dirigidos

Teorema
Na busca em profundidade de um grafo ndo dirigido, todas as

arestas sdo de drvore ou para tras.

Demonstracao.

» Seja (u, v) uma aresta em um grafo n3o dirigido.
» Se u.d < v.d:
» Ent3o v deve ser finalizado antes de u, pois (u, v) pertence a
u.adj.
» Se (u, v) é processada primeiro em BFS-visIT(u), entdo é de
arvore.
» Se (u, v) é processada primeiro em BFS-visIT(v), entdo é
para tras.

» Se v.d < u.d: argumento simétrico.
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Exercicios

1. Desenha uma tabela 3 x 3 com White, Gray e Black como
cabecalho das linhas e colunas.

Indique em i, j se DF'S-VISIT pode encontrar uma aresta
entre vértices da cor / e j em um grafo dirigido, e o tipo de
aresta correspondente.

Repita o exercicio para grafos n3o dirigidos.

2. Considere a afirmagdo: Em um grafo dirigido, se ha um
caminho de u para v, e u.d < v.d em uma busca em
profundidade, entdo v serd um descendente de u na floresta
correspondente.

Dé um contra-exemplo que invalida esta proposicao.

3. Altere DFS-VISIT para imprimir as arestas visitadas e seus
tipos.

E necessario modificacdes para tratar grafos n3o dirigidos?

4. u é um vértice com arestas entrando e saindo. Em um
percurso em profundidade, u encontra-se o tnico vértice de ,rgew

uma das drvores da floresta produzida. Como isto é possivel? e
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