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Arvores B

Introducdo

v

Em 1971, Rudolf Bayer e Ed McCreight projetaram a
estrutura de dados arvores B (B-trees).

v

Complexidade
» busca em O(lg n),
» remocdo em O(lgn) e
» insercdo em O(lgn)

v

Motiva¢do: hierarquia de memdria

Arvores de busca, balanceadas

v

» aumentar grau de ramificagdo
> diminuir altura

v

Aplicagdo: banco de dados, sistemas de arquivos

PPgsC



Arvores B

Especificagdo

1. raiz r:
2. atributos do né x:
2.1 x.n: nimero de chaves de x;
2.2 x.keys: vetor ordenado das chaves

Vill <i< x.n-x.keys[i] < x.keys[i + 1];
2.3 x.regs: vetor de registros
x.regs.len = x. keys.lenA\Vi | 1 < i < x.n-x.regs[i]. key = x. keys|[i]
2.4 x.leaf: booleano indicando se x é uma folha;
2.5 se —x.leaf: x.sub vetor de sub-drvores;
3. x.leaf V len(x.sub) =1+ x.n
4. ki € keys(x.sub[i]) A ki1 € keys(x.sub[i + 1]) = ki <
x. keys[i] < kit1;
5. Vx - x.leaf = level(x) = a(r);
6. g > 1: grau de ramificacdo minimo da arvore:

6.1l x£Ar=g-1<x.n<2g-1, PPgsSC
62 1<r.n<2g-—1,
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Grau de ramificacao

N: né

» K: chave

v

v

Ap: endereco de um nd

v

A,: endereco de um registro de dados

> gmax XAn+(gmaX—1) X (K+Ar) S N
» Supondo: N =4096,K = A, =A, =4
> 8max =342
> altura ‘ capacidade
1 1x 341 =341
2 (1+342) x 341 = 116.963

3 | (1+342+3422) x 341 = 40.001.674
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Grau de ramificacao

N: né

» K: chave

v

v

Ap: endereco de um nd

v

A,: endereco de um registro de dados
8max X An+ (gmax - 1) X (K+AF) S N

v

» Supondo: N =4096,K = A, =A, =4
> Bmax = 342
> altura ‘ capacidade
1 1x 341 =341
2 (1+342) x 341 = 116.963

3 | (1+342+3422) x 341 = 40.001.674
g = 2: arvore 2-3-4.
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Altura de arvore B

Teorema
A altura a de uma arvore B com n registros e de grau minimo g é
tal que

n
agloggT—i—l.
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Altura de arvore B

Demonstracao.

Pior caso:

» raiz: uma chave e dois filhos,

> outros nds internos: g — 1 chaves e g filhos

» folhas: g — 1 chaves.

nivel | quantidade de néds

171

2|2

3|2¢g

4 | 2g°

P 2gaf2
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Altura de arvore B

Demonstracao.

v v IV

Y

1+(g—1)x2xXilg

1=

1 A,ga—l
1 —1)x2x ————
+(g—1)x2x -
1+2x(g* 1 -1)
ga—l
n—1
IoggT—Fl
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Implementacao

Escrita/leitura de nés
» WRITE-NODE
» READ-NODE
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Busca

SEARCH-NODE(T, x, k)

i=0

while / < x.n and x. keys[i] < k
i=i+1

if i < x.nand x.keys[i] ==
return x. refs|i]

if x.leaf
return NIL

READ-NODE( T, x.sub][i])

return SEARCH-NODE( T, x.sub[i], k)

© 0O NO O P~ WwWwN -

PPgsC
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Busca

SEARCH-NODE(T, x, k)

© 0O NO OB WwN -

i=0
while / < x.n and x. keys[i] < k
i=i+1

if i < x.nand x.keys[i] ==
return x. refs|i]
if x.leaf
return NIL
READ-NODE( T, x.sub][i])
return SEARCH-NODE( T, x.sub[i], k)

» uma chamada: O(1) acesso disco, O(g) busca sequencial;

» total: O(a) = O(log, n) acessos disco, e O(ag) = O(g logg n) 4

operacgbes processador.



Insercao

Principios

» todas as folhas devem ter o mesmo nivel antes e depois da
insercao

» na descida recursiva na arvore B, garante-se que ha espaco
para armazenar O novo registro

» se um no a visitar estiver cheio, ele é dividido em dois

PPgsC
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Divisao

v

opera¢ao auxiliar para a insercao
entrada: né cheio x com 2g — 1 chaves, tal que

» x éaraizou
» o né pai de x ndo é cheio

v

v

seja k é a chave mediana de x

v

efeito:

» se x = r, um novo nd raiz é criado, com a chave k
> se x #£r:
> a chave k é inserida no né pai
» um novo nd y é criado, e recebe g — 1 chaves de x
> x permanece com g — 1 chaves

PPgsC
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Divisao

Exemplo

x [PQRST

(antes)

AN R W

(depois)

PPgsC
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Divisao
Algoritmo

DiviDE-NODE(T, p, i, x)
1 y = MAKE-NODE(T)
2 x.n=y.n= T.degree — 1
3 forj=1toy.n
4 y. keys[j] = x. keys[j + y.n]
5 if not x. leaf
6 forj=1toy.n+1
7 y.sub[j] = x.sub[j + y.n]
8 for j = p.n downto |
9 p.sub[j + 1] = p.sub[j]
10 p.sublil =y
11 for j = p.n downto /i — 1
12 p. keys[j + 1] = p. keys|[j]
13 p.keys[i — 1] = x. keys[x. n]
14 p.n=p.n+1
15 WRITE-NODE( T, x)
16 WRITE-NODE(T,y)
17 'WRITE-NODE(T, p) PPgsC
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Insercao

Exemplo

GM P X
A C D E RS TUV 4
Estado inicial
GMIPX

N ‘ABCDEHJK‘NOHRSTUVHYZ‘
Insercdo de B
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Insercao

Exemplo

GMPX
A B CDE|JK RSTUYV z

ABCDEJ

X
Pz
O
>
Py
0w
[
<
<
N

Insercdo de Q
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Insercao

Exemplo

Inser¢do de L

ABCDE|J

RS u

T

ABCDEJ

—

o

\Y,

gSC

17/33



Insercao

Exemplo

G M T X

A NV

ABCDE|JKL|INO

o0
Py
wn
c
<

Y Z

»

A B

/H\ Dl T

Insercdo de F
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Insercao
Algoritmo

INSERT(T, r)

1

12
13
14

if T.root == NIL

y = MAKE-NODE(T)
y.n=1

y.leaf = TRUE
y.keys[0] = r.key
y.refs[0] = r

elseif T.root.n==2x T.degree — 1

y = MAKE-NODE(T)

y.n=1

y.leaf = FALSE

y.sub[0] = T.root

T.root =y

WRITE-NODE(T, y)
D1vIDE-NODE(T, y, 0, y.sub|0])

15 NODE-INSERT(T. T.root. r)

PPgsC
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Insercao

NODE-INSERT( T, x, r)

1 if x.leaf == TRUE
2 LEAF-INSERT(T, x, r)
3 else INTERIOR-INSERT(T, x, r)

PPgsC
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Insercao

Sub-rotina auxiliar para insercdo em folha

LEAF-INSERT(T, x, r)

i=x.n—1

while i > 0 and r.key < x. keys|i]
x.keys[i + 1] = x. keys[i]
i=i—-1

x.keys[i + 1] = r.key

x.refs[i+1] = r

NODE-WRITE( T, x)

~No ok~ N

PPgsC
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Insercao

Sub-rotina auxiliar para insercdo em né interno

INTERIOR-INSERT( T, x, r)

1

1

2
3
4
5
6
7
8
9
0
11

I =x.n—1
while / > 0 and r.key < x. keys][i]
x. keys[i + 1] = x. keys]|i]
i=i—1
i=i+1
y = READ-NODE(T, x.sub|i])
if y.n==2x T.degree — 1
NODE-DIVIDE(T, y)
if x.keys[i] < c
i=i+1
NODE-INSERT(T,y,r)

PPgsC
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Remocao

Principios

» todas as folhas devem ter o mesmo nivel antes e depois da
remocao

» na descida recursiva na drvore B, garante-se que pode se
remover um registro sem quebrar o invariante da sub-arvore

> se um nd a visitar estiver com g — 1 chaves, opera-se uma
operacdo de fusao com um né vizinho

PPgsC
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Fusao

Principios

v

dois nés filhos vizinhos x e y de um né p

v

g — 1 chaves cada

v

seja k a chave “entre” x ey

v

as chaves de x, k, e as chaves de y formam o novo né

PPgsC
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Fusao
Exemplo, g =3

AN R W

//\\

(antes)

S

T

x [PQRST

(depois)

PPgsC

25/33



Remocao

Principios

» se x = T.root fica sem chaves

» se tem filhos, s6 tem um, e estetorna-se a nova raiz
» caso contrdrio, a drvore torna-se vazia

PPgsC
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Remocao

Principios

> se k € x.keys, e x.leaf, k é eliminado de x.

PPgsC

26 /33



Remocao

Principios

> se k € x.keys, e —x. leaf:
» se o filho y que precede k em x tem pelo menos g chaves

» achar o predecessor k' de k na subarvore y
> remover recursivamente k’,
> substituir k por k' em x.

PPgsC
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Remocao

Principios

> se k € x.keys, e —x. leaf:

> sendo, se o filho z que sucede k no né x tem pelo menos g
chaves:

» achar o sucessor k' de k na subarvore z
> remover recursivamente k’,
> substituir k por k' em x.

PPgsC
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Remocao

Principios

> se k € x.keys, e —x. leaf:
» sendo, y.n=z.n=g—1:
> y e z sdo fusionados em y, com chave mediana k
k e z sdo eliminados de x
y tem 2g — 1 chaves
liberar oné z e
remover recursivamente k de y.

vVvyyywy

PPgsC
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Remocao

Principios

> se k & x.keys

» determinar a sub-arvore y que deve conter k
> se y.n>n, eliminar k de y

PPgsC
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Remocao

Principios

> se k & x.keys

» determinar a sub-arvore y que deve conter k
» se y.n=g — 1 e tem um vizinho zcom z.n> g

» deslocar uma chave e um filho de x em y
» deslocar uma chave e um filho de z para x
> liminar recursivamente k de y.

PPgsC
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Remocao

Principios

> se k & x.keys

» determinar a sub-arvore y que deve conter k
> se os vizinhos de y tem g — 1 chaves,

» fusionar y com um dos irm3os
> liminar recursivamente k de y.

PPgsC
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Remocao

Exemplos

Estado inicial

Remoc3o de F

’D E FHJ K LHN OHQ R SH U Vv HY Z‘

cCGM T X

(ot [ w v o][ars][uv ][z W8y
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CGM T X

e |ski|nollars|uv]yz]

C G L T X

Remocg3do de M ’ AB

0 A L 0 A 2




C G L T X

e ]k fo[a w S| v ¥

T

»
Remocgido de G ’ AB

’DEJKHNO‘ ’QRSHUVHYZ‘




(A 8|lpEJK[no| lQRrRs|luv]lyz]

emacinaen 222 <J[vol[a rs[[uv]




 sturs aiminsi |2 BJ[E 4 K][W 0][@ R s][u v]

(2 ] [ <] [w of a & sf[u v]

B é removido

PPgsC
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Variantes

> Arvore B+: referéncias sdo armazenadas nas folhas apenas
» um ndmero de chaves maior pode ser armazenado nos nds

internos
> a altura é menor
» o tempo de acesso é uniforme

» Arvores B*: nds internos tem entre 2g/3 e g sub-arvores
» melhora ocupac¢do do espaco alocado

PPgsC
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Exercicios

1. Projetar o algoritmo de remogao em drvores B.

2. S é uma colegdo de registros S. O objetivo é criar uma arvore
B contendo exatamente todos os registros de S.

» A drvore B pode ser construida por inser¢do sucessiva. Qual
seria o custo?
> Projetar uma solugdo mais eficiente.

3. Em uma arvore B+, K, R e N s3o respectivamente o
tamanho da representacido de uma chave, de um registro, e da
referéncia para um né; g é o grau maximo; h é a altura da
arvore.

Expressar o nimero maximo de referéncias que esta arvore
pode conter.
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