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Plano da aula

Arvores binarias

Arvores bindrias de busca

Operacgdes de consulta

Operagdes de mutacio

Referéncia: Cormen et al. Capitulo 13.
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Arvores binarias

Introducdo
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» uma arvore binaria é formada por células (nds) com atributos

» x.key (chave do dado armazenado),
» x.left (sub-drvore esquerda),
» x.right (sub-drvore direita),
> x.up (né pai),
> a raiz é um né destacado da arvore. A
b~

» NIL representa & arvore bindria vazia (nenhuma célula) pPgsC



Arvores binarias

Definicoes

Definicao

Nés descendentes a partir de x:
nodes(x) = {x} U nodes(x.left) U nodes(x. right)

nodes(NiL) = 0

Definicao

Chaves armazenados em uma arvore enraizada em x:
values(x) = {{x.key|x € nodes(x)}}

values(NIL) = 0
Definicao
Altura da sub-arvore enraizada em x:

a(x) = 0se x = NiL,
1+ max{a(x.left), a(y.right)} sendo
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Arvores bindrias
Propriedades

v

célula raiz: root.up = NIL
auséncia de ciclos

x & nodes(x. left)

x & nodes(x. right)

x. left N x. right = ()

x.left # NIL = x = x.left.up
x.right # NIL = x = x.right.up

v

v

v

O nimero de atributos left e right iguais a NIL é o ndmero de
nds mais um.
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Aplicacdo de arvore bindria

» Qualquer arvore pode ser representada através de uma arvore
binaria
> n.left: primeiro né descendente

> n.right: préximo né descendente
» n.up: nd ancestral

» Arvores bindrias de busca
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Arvores binarias de busca

Introducdo

» Representa colecdo de dados values(root)

» Um iterador sobre a colecdo é uma referéncia a um né da
arvore.

» Operagdes

Insercdo de um dado;

Remoc3o de um dado;

Busca na colecdo de um dado com uma determinada chave
Maior elemento

Menor elemento

Elemento seguinte

Elemento anterior

vV VvV vy VY VY VvYYy

» h = a(root): altura da &rvore:
Custo no pior caso: ©(h) em média.
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Arvores binarias de busca

Especificagdo

> representa a cole¢do values(root)
» drvore bindria

» com a seguinte propriedade de ordenagdo:

Vx-Vy - y € nodes(x.left) = x.key > y.key A
y € nodes(x.right) = x.key < y.key

bst(x) = x=NILV (x.key > maxvalues(x.left)
x. key < min values(x. right)
bst(x. left) A bst(x. right))

A
A\
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Arvores binarias de busca

llustragdo

Colecdo: 2,3,5,5,7,8

» Uma arvore bindria de busca de altura 3
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Arvores binarias de busca

llustragdo

Colegdo: 2,3,5,5,7,8

» Uma arvore bindria de busca de altura 5
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Arvores binarias de busca

Processamento

> Processamento em ordem permite visitar os valores da colecdo
em ordem crescente de chaves.

IN-ORDER(x, )

1 if x #NiL

2 IN-ORDER(x. left)
3 f(x)

4 IN-ORDER(x. right)

» Complexidade: ©(n)
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Exercicios

1. Qual a altura maxima possivel para uma arvore binaria de
busca representando uma colecdo de n valores?

2. Seja MAKE-NODE(k, /, r, u) uma sub-rotina que constroi um
né x de arvore bindria, tal que x. key = k, x.left = |,
x.right =r, x.up = u.
Projete um algoritmo que utilize esta sub-rotina e ordenagdo
em arranjo para construir uma arvore bindria de busca a partir
de uma colecdo inicialmente em um arranjo. O algoritmo
devera ter complexidade ©(nlgn).

3. Projete um algoritmo nao recursivo para processar os valores
de uma drvore bindria de busca em ordem, e em tempo ©(n).



Operacdes de consulta

SEARCH(x, k)

/ bst(x)
if x == NIL or x.key == k

return x
else

if kK < x.key

return SEARCH(x. left, k)

else return SEARCH(x. right, k)
// SEARCH(x, k) = NIL < k ¢ values(x)
/ SEARCH(x, k) =y # NIL < y.key = k A\ 'y € nodes(x)

SOk Ww N

Complexidade: O(a(root))
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Operacdes de consulta

SEARCH(x, k)

/ bst(x)
if x == NIL or x. key ==

return x
else

if kK < x.key

return SEARCH(x. left, k)

else return SEARCH(x. right, k)
// SEARCH(x, k) = NIL < k ¢ values(x)
/ SEARCH(x, k) =y # NIL < y.key = k A\ 'y € nodes(x)

SOk Ww N

Complexidade: O(a(root))
Exercicio: escrever um algoritmo n3o recursivo.
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Operacdes de consulta

MINIMUM(x)
/ bst(x) A x # NIL

1 if x.left == NIL

2 return x

3 else return MINIMUM(x. left)
/ MINIMUM(x) = min values(x)

MAXIMUM(x)
/ bst(x) A x # NIL

1 if x.right == NIL

2 return x

3 else return MAXIMUM(x. right)
// MAXIMUM(x) = max values(x)

Complexidade: O(a(root))
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Operacdes de consulta

MINIMUM(x)
/ bst(x) A x # NIL

1 if x.left == NIL

2 return x

3 else return MINIMUM(x. left)
/ MINIMUM(x) = min values(x)

MAXIMUM(x)
/ bst(x) A x # NIL

1 if x.right == NIL

2 return x

3 else return MAXIMUM(x. right)
// MAXIMUM(x) = max values(x)

Complexidade: O(a(root))

;. . ~ . PPgsC
Exercicio: escrever algorltmos nao recursivas.
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Operacdes de consulta

SUCCESSOR(x)
/ x # NIL A bst(x)

1 if x.right # NIL

2 return MINIMUM(x. right)
3 y=x.up

4  while y # NIL and x == y.right
5 X=y

6 Yy = x.up

7 returny

Complexidade: O(a(root))
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Operacdes de consulta

SUCCESSOR(x)
/ x # NIL A bst(x)

1 if x.right # NIL

2 return MINIMUM(x. right)
3 y=x.up

4  while y # NIL and x == y.right
5 X=y

6 Yy = x.up

7 returny

Complexidade: O(a(root))
Exercicio: escrever o algoritmo que encontra o né predecessor (se
existir).
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Insercao

Operacdes de mutagdo

INSERT(A, k)

/| bst(A.root)
1 A.root = INSERT-AUX(k, A.root, NIL)
/| bst(A'.root) A values(A'.root) = values(A.root) U {{k}}

INSERT-AUX(k, x, p)
A bst(x)A
A (x = Nil V x.up = NILV
/ x.up=pA(p.-key < k A p.right =xV p.key > k N\ p.left = x))
if x ==NIL
return MAKE-NODE(k, N1L, NIL, p)
else
if kK < x.key
x.left = INSERT-AUX(p, x. left, x)
else x. right = INSERT-AUX(p, x. right, x) PPgsC
return x 15/21
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Insercao

Operacdes de mutagdo

» O(h) para encontrar a posi¢do de inser¢io
» O(1) para criar o n

» O(h) para atualizar as referéncias para as sub-arvores
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Remocao

Operacdes de mutacio

» Objetivo: remover a chave k da colec3o representada
» Predmbulo: buscar o né, digamos z, com a chave k

» Remover o né z.

PPgsC
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Remocao

Operacdes de mutagdo

» Objetivo: remover a chave k da colegdo representada
» Predmbulo: buscar o né, digamos z, com a chave k

» Remover o né z.
z é uma folha:

» eliminar z, e

» modificar o né z.up (se existir) para ter NIL como sub-arvore,
ao invés de z;
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Remocao

Operacdes de mutagdo

» Objetivo: remover a chave k da colegdo representada
» Predmbulo: buscar o né, digamos z, com a chave k

» Remover o néd z.
z tem apenas uma sub-arvore:

> eliminar z
» modificar o né z. up (se existir) para ter a sub-arvore de z
como sub-arvore, ao invés de z.
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Remocao

Operacdes de mutagdo

» Objetivo: remover a chave k da colegdo representada
» Predmbulo: buscar o né, digamos z, com a chave k
» Remover o né z.

z tem duas sub-arvores:

» procurar o né y, elemento sucessor de z na arvore
necessariamente existe y (por qué?)

> copiar y.key em z. key

> eliminar o né y.
necessariamente y tem pelo menos uma sub-3rvore vazia. (por
qué?)
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Remocao

Operacdes de mutagdo

REMOVE-NODE(A, k)

z = SEARCH(A. root, k) // z: né com o valor a eliminar
if z==NIL

return
if z.left == NIL or z.right == NIL

y=z
else y = SUCCESSOR(z) / y: né a eliminar
if y.left # NiL

x = y.left
else x = y.right // x: sub-arvore n3o vazia de y ou NIL
if x # NIL

X.up = y.up
if y.up==NIL

A.root = x
else if y == y.up. left

y.up.left = x

else y.up.right = x // y foi desconectado da drvore
ify#z

z. key = y.key
Free-NODE(v)
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Insercao

Operacdes de mutagdo

» O(h) para encontrar o n6é a remover
» O(h) para encontrar o né sucessor

» Theta(1) para realizar as modificagdes nas referéncias
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Exercicios

1. O algoritmo de insercdo apresentado realiza O(h) atualizagdes
de sub-arvore.
Modificar o algoritmo para realizar ©(1) atualizagdes de
sub-arvore

Projetar um algoritmo de inser¢do n3o recursivo.

3. Verdadeiro ou falso?
Remover a chave ki, e entao remover a chave k» deixa a
arvore no mesmo estado de que remover primeiro kp e entdo
k1.
Justifique.

4. Um algoritmo de ordenacao de um arranjo consiste em

4.1 inserir sucessivamente os valores do arranjo em uma arvore
bindria de busca
4.2 percorrer a arvore em ordem, inserindo os valores no arranjo. _4

Qual a complexidade deste algoritmo? P



Conclusoes

» Operagdes: O(a(A.root))
> Em geral:

» aA.root) € O(|values(A.root)|)
» a(A.root) € Q(lg|values(A. root)|)

» Podemos fazer melhor?

PPgsC
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Conclusoes

» Operagdes: O(«(A.root))
> Em geral:

» aA.root) € O(|values(A.root)|)
» a(A.root) € Q(lg|values(A. root)|)

» Podemos fazer melhor?

» Sim!
= «(A. root) € O(lg |values(A.root)|)
» Arvores AVL, arvores rubro-negras.
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