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Introducao

» Colecdo dindmica de dados

» Cada dado x tem um atributo chave x. key tnico
X # y = x.key # y.key
» Operagdes

v

Insercdo de um dado;
Remocdo de um dado;
Busca na colecdo de um dado com uma determinada chave

v

v

» pode ser bem sucedida ou mal sucedida

v

Custo ©(1) em média, ©(n) no pior caso.

PPgsC



Tabelas de indexacado direta

» U: conjunto das chaves possiveis

» U é pequeno

v

Encontrar fun¢3o bijetora i de U para 1..|U|
Manter uma tabela A de tamanho |U|, onde A[i(x. key)]

v

» é x, ou uma referéncia para x, quando o dado x estd na
colec3o;
» ¢é o valor especial NIL, caso contrario.
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Operacoes

Tabelas de indexacdo direta

BUSCAR(A, k)
return A[i(k)]

INSERIR(A, x)
Ali(x. key)] = x

REMOVER(A, x)
Ali(x. key)] = NiL
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Exercicio

Tabelas de indexacdo direta

1. Assumindo

» as mesmas hipdteses que para as tabelas de indexac3do direta, e
> que ndo estamos interessados em representar x na coleg3o,
mas apenas registrar a presenca ou auséncia dele,
encontrar uma estrutura de dados mais econémica em
memdéria que a tabela.
2. Descrever um procedimento para encontrar o dado com maior
chave em uma tabela de indexac3o direta.
» Qual o custo deste procedimento?
» Como alterar a estrutura de dados para ter um custo ©(1)?



Tabelas de espalhamento

v

O tamanho de uma tabela de indexagdo direta é ©(|U|)

v

Quando U n3o é pequeno, tabelas de indexacdo direta ndo
sdo viaveis.

» Em um compilador, como representar a tabela dos simbolos?

v

Mesmo se |U| pode ser representado em memdria, se o
tamanho de K, o conjunto dos dados efetivamente presentes
da colecdo é muito menor que |U|, ha desperdicio de memdria.

v

Quando |K| é muito menor que |U|, recomenda-se considerar
tabelas de espalhamento ao invés de tabelas de indexac3o
direta.
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Consideracoes sobre a complexidade

Tabelas de espalhamento

» O custo médio das operagdes é ©(1)
> no caso de tabelas de indexa¢do direta, é o custo no pior caso
» A quantidade de memdria necesséria é O(|K]|).

» O tamanho de uma tabela de indexag&o direta é O(|U))

» A funcdo de indexa¢do h de U para 1..m (m tamanho da
tabela de espalhamento) é sobrejetora

» A fungdo da tabela de indexac3o direta é injetora.
» A funcdo h é chamada func3o de espalhamento
funcdo de dispersdo, funcdo hash
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Colisoes

Tabelas de espalhamento

» Problema: colises
» dados x e x’, com chaves k e k' s3o tais que h(k) = h(k’), sdo
inseridos na tabela.
» Como resolver as colisées?
» Encadeamento externo
» Politica de enderecamento aberto

» Como reduzir a probabilidade de colisGes?

» Funcdes de espalhamento
» A fungdo ideal mapearia cada chave para uma posi¢cdo

diferente.
» Em geral: |U| > m, e a fung¢&o ideal ndo existe.
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Tratamento de colisdes por encadeamento externo

» Cada posicao contem uma referéncia para a primeira célula de
uma lista encadeada
A lista na posi¢cdo p armazena {x | h(x.key) = p};

» ou NIL se a colegdo ndo contem dado x tal que h(x.key) = p.
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Operacoes

Tabelas de espalhamento com encadeamento externo

BUSCAR(A, k)
// buscar um dado com chave k na lista A[h(k)]

INSERIR(A, x)
// inserir o dado na cabega da lista A[h(x. key)]

REMOVER(A, x)
// remover o dado x da lista A[h(x. key)]
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Operacoes

Tabelas de espalhamento com encadeamento externo

BUSCAR(A, k)
// buscar um dado com chave k na lista A[h(k)]

INSERIR(A, x)
// inserir o dado na cabega da lista A[h(x. key)]

REMOVER(A, x)
// remover o dado x da lista A[h(x. key)]

ndo esquecer de atualizar A[h(x.key)] na insercdo e na remog¢&o
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Custo das operacoes

Tabelas de espalhamento com encadeamento externo

Buscar complexidade linear no tamanho da lista A[h(k)]
Inserir ©(1)

Remover  » ©O(1) se a lista for duplamente encadeada e o
dado x contem os atributos next e prev.
» complexidade linearmente proporcional ao
tamanho da lista A[h(x. key)] caso contrario.
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Custo das operacoes

Tabelas de espalhamento com encadeamento externo

Buscar complexidade linear no tamanho da lista A[h(k)]
Inserir ©(1)

Remover  » ©O(1) se a lista for duplamente encadeada e o
dado x contem os atributos next e prev.
» complexidade linearmente proporcional ao
tamanho da lista A[h(x. key)] caso contrario.

O que podemos dizer sobre o tamanho das listas?
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Andlise de espalhamento com encadeamento externo

n : namero de elementos na tabela
m : tamanho da tabela

» fator de carga: = n/m.
> pior caso:

» todos os elementos estdo na mesma posicdo ©(n)
> lista encadeada
» funcdo de espalhamento n3o espalhal!

» caso médio depende das propriedades da funcdo de
espalhamento
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Andlise de espalhamento com encadeamento externo

Caso médio

Hipdteses:

1. espalhamento uniforme simples: para qualquer chave k a
probabilidade de h(k) =i é 1/m, paral <i<m
2. o custo de calcular h(k) é sempre ©(1).

3. fator de carga «
4. tratamento de colisGes por encadeamento externo

Cendrios analizados:

» busca mal-sucedida

» busca bem-sucedida

PPgsC
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Andlise de espalhamento com encadeamento externo

Caso médio de busca mal-sucedida

Hipoteses:

Teorema
Sob as hipéteses enunciadas, o custo de uma busca mal-sucedida é

O(1+a).

PPgsC
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Andlise de espalhamento com encadeamento externo

Caso médio de busca mal-sucedida

Hipoteses:

Teorema
Sob as hipéteses enunciadas, o custo de uma busca mal-sucedida é

O(1+a).
Demonstracao.
O custo é
» o de uma busca mal-sucedida em uma lista: ©(|lista|) (
= O(a) em média).
» acrescentado do cédlculo de h(k), e do acesso ao arranjo
(=©(1)).

ou seja O(1 + ).
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Andlise de espalhamento com encadeamento externo

Caso médio de busca bem-sucedida

Hipoteses:

Teorema
Sob as hipéteses enunciadas, o custo de uma busca bem-sucedida
€O(1+ a).
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Andlise de espalhamento com encadeamento externo

Caso médio de busca bem-sucedida

Hipoteses:

Teorema
Sob as hipéteses enunciadas, o custo de uma busca bem-sucedida

€O(1+ a).
Demonstracao.
O custo médio é
» o de uma busca bem-sucedida em uma lista: ©(|listal/2) (
= O(a/2) em média).
» acrescentado do cédlculo de h(k), e do acesso ao arranjo
(=©(1)).
ou seja O(1+ a/2) = (1 + «).
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Andlise de espalhamento com encadeamento externo

Conclusio

» Sob as hipdteses enunciadas, e
» se m é pelo menos proporcionalmente linear a n (m € Q(n)),
» entdone O(m)ea=n/me O(m)/m= O(1).

» Logo o custo da busca é O(1).
» Para a inser¢do, o custo é O(1).
» Para a remoc3o, o custo é

» O(1) se a lista for duplamente encadeada e x inclui os
attributos de encadeamento;

» O(1+ a) = O(1) caso contrario (pelo mesmos motivos que a
busca).
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Exercicios

1. Simule inserir sucessivamente os valores com chaves 5, 28, 19,
15, 20, 33, 12, 17, 10 em uma tabela de espalhamento
inicialmente vazia, com 9 posicGes, e funcdo de espalhamento
h=MXk.l1+k mod 9.

2. Sob as hipéteses enunciadas, estime a complexidade média da
operagado de insercao caso a mesma seja realizadda:

» sempre no final da lista
» em uma lista ordenada, mantendo a propriedade de ordenacdo

3. Sob a hipdtese de espalhamento uniforme simples, quantas
colisdes ha quando n chaves distintas sdo inseridos em uma
tabela de espalhamento de tamanho m?



Funcoes de espalhamento: caracteristicas desejadas

m tamanho da tabela de espalhamento
h : func3o de espalhamento
U universo das chaves

» A func3o de espalhamento ideal é uniforme:

» Todas as listas encadeadas tem o mesmo tamanho n/m.

» A probabilidade de qualquer operacao de insercdo ocorrer na
posicdo j seja 1/m.

» Seja P(k) a probabilidade de um dado ter a chave k € U.

> Pk)y=1/m
{KIh(k)=j}

» Exemplo: U= {k€R|0< k <1}, P é uniforme.
h(k) =1+ | k- m|
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Funcoes de espalhamento: caracteristicas desejadas

> A distribuicdo das chaves geralmente n3o é conhecida.
» Existe heuristicas com resultado pratico satisfatério.

» andlise estatistica do dominio de aplicacao

» andlise qualitativa do dominio de aplicacdo

» o resultado do espalhamento deve ser independente de
qualquer padrdo que possa ocorrer nos dados
Exemplo de chaves comum em tabela de simbolos: "i", "j",
Ilptll, "ptr", llptlll
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Tratando chaves como numeros naturais

» E comum funcbes de espalhamente considerar que as chaves
sao nlimeros naturais.

» E simples satisfazer esta hipdtese:

» qualquer chave tem uma representagdo bindria

» por interpretacdo como nimero na base 2, qualquer cédigo
bindrio é mapeado para um nimero natural.

» Exemplo (codificagdo ASCII, base 128):

> "pt" & interpretada como o par de naturais (112, 116),
através da norma ASCII, a qual tem 128 cédigos diferentes.
» Logo "pt" é mapeado para 112 - 128" + 116 - 128° = 14452.

» O mapeamento é uma fun¢3o bijetora.
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Espalhamento pelo método da divisao

m : tamanho da tabela de espalhamento
h : func3o de espalhamento

» h=Xk-k mod m
» Poténcias de 2 s3o valores a evitar para m
» Motivo: h(k) sé depende de log, m bits de k.

> Poténcias de 10 s3o valores a evitar para m se as chaves sdo
numeros decimais

> Receita para um m geralmente bom:

> ndmero primo
» nao vizinho de uma poténcia de 2

» Sempre verificar experimentalmente a escolha com dados
representativos da aplicac3o.
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Espalhamento por multiplicacao

k : chave
m . tamanho da tabela de espalhamento
h : funcdo de espalhamento

> Escolher uma constante Ac Rtalque 0 < A< 1

v

Seja (k) = k- A— | k- A| a parte fraciondria do produto da
chave por A.

h=MXk.1+ |m-p(A)] é a fun¢do de espalhamento obtida.

v

v

O valor de m n3o é critico: pode ser uma poténcia de 2.

v

A escolha étima do valor de A depende da aplicagcao

» O valor (v/5 —1)/2 = 0.61803... foi sugerido por ter boa
probabilidade de funcionar bem (Knuth).

h=MXk.k x |A-2%|/2%~P onde w é o tamanho da palavra
do computador e 2°P = m.

v

PPgsC
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Espalhamento universal
Carter & Wegman, 1979

» O usudrio maliocoso pode escolher uma série de dados que
vao todos ser “espalhados” para a mesma posicao.

O desempenho da aplicagdo serd afetado negativamente
Espalhamento universal é uma solucao a este problema

Ha uma colecdo de fun¢des de espalhamento.

vV v v Y

Em tempo de execugdo uma das fungdes de espalhamento é
escolhida aleatoriamente.
» Reduz a probabilidade do desempenho ser ruim.
» Uma colecdo H de funcdes de espalhamento é universal
quando, para cada par de chaves distintas x, y, h(x) = h(y)
com probabilidade |H|/m.

» Escolhendo uma fun¢3o de espalhamento h ao acaso em H, a

chance de colisdo entre x e y é 1/m. V.
» Esta probabilidade é a mesma que se h(x) e h(y) ter sido ‘i
escolhidos aleatoriamente em 1..m. PPesc
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Espalhamento universal

Teorema

Se h € escolhido de uma colecdo universal de funcées de
espalhamento para espalhar n < m chaves, o nimero esperado de
colisbes para uma chave x é menos que 1.

Demonstracao.

» Seja x # y duas chaves quaisquer.
» Por definicdo, a probabilidade de colisdo é 1/m.
» Se ha n chaves distintas xi, ... xp,

» a probabilidade de colisdo de x; com xp é 1/m, com xp é 1/m,
etc.

> a probabilidade global de colisdo é (n—1)/m;

» se n < m, a probabilidade de colisio (n —1)/m < 1.

PPgSC
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Projeto de classe universal de funcoes de espalhamento

» m é um nlimero primo

» cada chave k é considerada como uma sequéncia (ki, ..., k)
de r cadeias de t bits (condi¢do 2! < m)
» Seja a = (a1,...,a,) uma sequéncia formada por r elementos
escolhidos do conjunto 1..m
» A funcdo de espalhamento h, = Ak. > 7 ajk;
» H=J,{ha} tem m" elementos.
Teorema

A classe H € universal.

PPgsC
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Projeto de classe universal de funcoes de espalhamento

Demonstracao.
Seja x # y e h(x) = h(y). Assumimos que x; # y1 (poderia ser
qualquer sub-sequéncia).

> ha(x) = hs(y) = >./_;aixi mod m=>3_;ajy; mod m.

» Logo >°7_; ai(x; — yi) mod m=0.

» Logo a1(x1 —y1) =Y i_; ai(xi — yi) mod m=0.

» Teoria dos nimeros: como x; — y; # 0, possui um inverso

multiplicativo médulo m.
» Logo a1 = — >\ sai(xi—yi) - (x1 —y1)”! mod m
. e existe um Unico a9 mod m tal que h(x) = h(y).

» Tem m"~! valores de a (uma para cada {(a»,...,a,)) tais que
x e y colidem.

» De m" combinacdes possiveis, hd m"™1 colisdes. A
probabilidade é m™!/m" = 1/m: H é universal. PPgSE
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Exercicios

1. Aplicando o espalhamento por multiplicacio com
A= (v/5—1)/2 e m = 1000, quais s3o as posicdes para as
chaves 61, 62, 63, 64 e 657

2. Em uma aplicacdo onde comparar duas chaves é custoso,
como adaptar as estruturas de dados envolvidas em uma
tabela de espalhamento para acelerar as operacées?



Resolucao de colisdes por enderecamento aberto

Sem encadeamento externo

v

v

Se houver uma colisdo, uma nova posicdo é calculada

v

Fungdo de espalhamento: h(k, i)

» k chave
» | tentativa
até m tentativas

v

capacidade limitada (# encadeamento externo)

PPgsC
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Insercao

Resolucdo de colisdes por enderecamento aberto

INSERIR( T, x)
i=1
repeat
p = h(x.key,i)
if T[p] == NIL
Tlp] = x
return p
elsei =i+1
until i ==m+1
// tratamento de tabela cheia

© 0N B~ WwN
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Busca

Resolucdo de colisdes por enderecamento aberto

BUSCAR(T, k)

[y

O VWO ~NOOOCL P WDN -

i=1
repeat
p = h(k,i)
if T[p|. key ==k
return p
if T[p] ==NiL
return NIL
i=i+1
until i ==m+1
return NIL

PPgsC
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Remover

Resolucdo de colisdes por enderecamento aberto

REMOVER( T, x)

1 i=1

2 repeat

3 p = h(x.key, i)
4 if T[p].key ==
5 T[p] = N1L
6 return

7 i=i+1

8 untili==m+1

9 // tratar erro

PPgsC
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Remover

Resolucdo de colisdes por enderecamento aberto

REMOVER(T, x)

1 i=1

2 repeat

3 p = h(x.key, i)
4 if T[p].key ==
5 T[p] = N1L
6 return

7 i=i+1

8 untili==m+1

9 // tratar erro

» Assumindo m =10, h=Xk,i-1+ ((k+i—1) mod m),
x. key = x,

» INSERIR(5), INSERIR(15), REMOVER(5), BUSCAR(15)
PPgsC
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Remover

Resolucdo de colisdes por enderecamento aberto

REMOVER(T, x)

1 i=1

2 repeat

3 p = h(x.key, i)
4 if T[p].key ==
5 T[p] = N1L
6 return

7 i=i+1

8 untili==m+1

9 // tratar erro

» Assumindo m =10, h=Xk,i-1+ ((k+i—1) mod m),
x. key = x,

» INSERIR(5), INSERIR(15), REMOVER(5), BUSCAR(15)

> ...problema... pPgsc
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Remover

Resolucdo de colisdes por enderecamento aberto

REMOVER(T, x)

1 i=1

2 repeat

3 p = h(x.key, i)
4 if T[p].key ==
5 T[p] = N1L
6 return

7 i=i+1

8 untili==m+1

9 // tratar erro

» Assumindo m =10, h=Xk,i-1+ ((k+i—1) mod m),
x. key = x,
» INSERIR(5), INSERIR(15), REMOVER(5), BUSCAR(15)
> ...problema... solu¢do: DELETED pPgsc
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Insercao

Resolucdo de colisdes por enderecamento aberto

INSERIR(A, x)
i=1
repeat
p = h(x.key,i)
if T[p] == NiL or T[p] == DELETED
Tlp] = x
return p
elsei =i+1
until i ==m+1
// tratamento de tabela cheia

© 0O NO OB WwN K
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Busca

Resolucdo de colisdes por enderecamento aberto

BUSCAR(A, k)

[y

O VWO ~NOOOCL P WDN -

i=1
repeat
p = h(k,i)
if T[p|. key ==k
return p
if T[p] ==NiL
return NIL
i=i+1
until i ==m+1
return NIL

PPgsC
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Remover

Resolucdo de colisdes por enderecamento aberto

REMOVER(A, x)

1 i=1

2 repeat

3 p = h(x.key, 1)

4 if T[p].key ==k

5 T[p] = DELETED
6 return

7 i=i+1

8 untili==m+1

9

// tratar erro

PPgsC
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Tentativas lineares

h : funcdo de espalhamento da chave
m : tamanho da tabela

hy = Mk,i-1+4 (h(k)+ (i—1) mod m)

> tentativas s3o realizadas em posi¢Ges sucessivas
» problema: agrupamentos primarios

quando hd uma sub-faixa ocupada de tamanho n < m,
a probabilidade de colisdo é n/m,

cria uma sub-faixa de tamanho n’ > n+1

a probabilidade de colisdo nesta sub-faixa torna-se n’/m.

vV vy vVvyy

» ndo é uma boa sub-solugdo: desempenho degrada-se
rapidamente.
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Tentativas quadraticas

h . func3o de espalhamento da chave
m : tamanho da tabela

hg =Mk,i-1+ (h(k)+c1-(i—1)+c-(i—1)> mod m)

c1 # 0, # 0 sdo constantes

> elimina o problema dos agrupamentos lineares

> para que todas as posi¢cOes sejam visitadas em m tentativas,
os valores de m, ¢; e ¢ ndo podem ser quaisquer

» note que se hg(ki,1) = hg(ka,1) entdo hg(ki,i) = ho(ke, i)
para i >1

> a mesma sequéncia de tentativas é calculada para chaves com
o mesmo valor de espalhamento inicial
> aparecem agrupamentos secundarios
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Espalhamento duplo

h1, ho . funcdo de espalhamento da chave
m : tamanho da tabela

hp = Ak, i -1+ (hy(k)+ (i — 1) - ho(k) mod m)

> a sequéncia de tentativas depende de k para a posi¢cdo inicial,

» o deslocamento para as préximas tentativas também depende
de k.

> para m tentativas visitar m posicdes diferentes, o valor de
ha(k) deve ser relativamente primo com relagdo a m.
» dica 1: m=2P e Yk - hy(k) é impar.
» dica 2: m primo, e Yk - ho(k) < m é impar
exemplo: hy = Ak -1+ (k mod m), h, = Ak - 1 4+ (kmodm’),
comm' =m-—1. 4
b~



Comparacao das tentativas

v

tentativa linear: m sequéncias de tentativas possiveis

v

tentativa quadrdtica: m sequéncias de tentativas possiveis

v

espalhamento duplo: m? sequéncia de tentativas possiveis

v

ideal: m! sequéncias de tentativas possiveis

— espalhamento duplo é teoricamente bem superior

PPgsC
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Exercicios

1. Seja uma tabela de dispersdo de tamanho m = 11 com

enderecamento aberto. Os valores
10,22, 31,4,15,28,17,88,59 sio inseridos, nesta ordem. Qual
o resultado destas operacdes quando é usada a funcido de
espalhamento h = Ak -1+ k mod m, e as colisGes sao
tratadas por:

> tentativas lineares

> tentativas quadraticas

» espalhamento duplo, e h, = Ak -1+ (k mod (m — 1)),

C = 1, C = 3.
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