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Introducao

Ref: Cormen et al. Capitulo 9.

» Limite inferior do pior caso dos algoritmos de ordenagdo
> Algoritmos de complexidade linear

» Ordenagdo por contadores (counting sort)
» Ordenagdo por algarismos (radix sort)
» Ordenagdo por lotes (bucket sort)
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Limite inferior da ordenacao

» Ndmero minimo de comparagdes necessarias para ordenar um
arranjo de tamanho n.
» Hipoteses:
» todos os elementos s3o diferentes:;
» a comparagdo é <.

» Modelo de arvores de decisao.
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Arvores de decisao

Ordenacdo por insercdo com trés elementos

/ \
> <

» Cada folha é uma permutacdo das posi¢cdes do arranjo;

» Caminho da raiz: comparagoes realizadas para chegar a uma
permutacao.
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Arvores de decisao

Ordenacdo por insercdo com trés elementos

» Cada folha é uma permutacio das posi¢des do arranjo;
» Caminho da raiz: comparagGes realizadas para chegar a uma
permutacao.

Quantas permutacdes existem para um arranjo de n posices?
PPgSC



Arvores de decisao

Ordenacdo por insercdo com trés elementos

» Cada folha é uma permutagao das posi¢des do arranjo;
» Caminho da raiz: comparagoes realizadas para chegar a uma
permutacao.

n!
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Arvores de decisao

Ordenacdo por insercdo com trés elementos

/ \
> <

» Pior caso de um algoritmo de ordenacgao
» maior caminho da raiz até uma folha
» altura da arvore
» O algoritmo com o pior caso de menor custo corresponde a
arvore de menor altura.
» Qual a menor altura possivel para uma drvore bindria de n!
folhas?
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Teorema

Qualquer drvore de decisdo para ordenar n elementos tem altura
Q(nlgn).
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Teorema

Qualquer drvore de decisdo para ordenar n elementos tem altura
Q(nlgn).

» Considere uma arvore de decisdo para ordenar n elementos.

» Seja h a altura da arvore;
» A arvore tem (pelo menos) n! folhas.
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Teorema

Qualquer drvore de decisdo para ordenar n elementos tem altura
Q(nlgn).
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» Seja h a altura da arvore;
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Teorema

Qualquer drvore de decisdo para ordenar n elementos tem altura
Q(nlgn).

» Considere uma arvore de decisdo para ordenar n elementos.

» Seja h a altura da arvore;
» A arvore tem (pelo menos) n! folhas.

Uma arvore bindria de altura h tem no méaximo 2" folhas.

v

v

Logo n! < 2h ou seja h > lg(n').
Férmula de Stirling n! > (g)n (aula 04).
Logo h > 1g((%)") = nlgn—nlge € Q(nlgn).

v

v
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Corolario
Os algoritmos de ordenacdo por fusdo e por heap sido
asintoticamente timos.

» Ambos sdo O(nlgn).

» Corresponde com o limite inferior de Q(nlg n) no pior caso
enunciado no teorema 1.
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Arvores de decisao

Melhor caso

(2,1,3)

» Melhor caso de um algoritmo de ordenagdo
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Arvores de decisao

Melhor caso
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» Melhor caso de um algoritmo de ordenagdo
» menor caminho da raiz até uma folha
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Arvores de decisao

Melhor caso

/ \
< <

» Melhor caso de um algoritmo de ordenagdo
» menor caminho da raiz até uma folha
» Qual o menor caminho possivel até uma folha em uma arvore
de decisdo para n valores?
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Ordenacao por contadores

Introducdo

» Ordenacgdo para valores inteiros em uma faixa pré-estabelecida
1.. k.
» Os valores comparados na ordenacdo podem fazer parte de um
registro de dados complexo.
» A ordenacgao dos registros é realizada entdo utilizando esses
nléimeros como chave de comparagao.

» Se k € O(n), entdo a complexidade é O(n).
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Ordenacao por contadores

Ideia

» Para cada nimero a ordenar, contar quantos valores sao
menores que este nimero

» Esta quantidade (mais um) é a posicdo do nimero na ordem.
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Ordenacao por contadores

Realizagdo

» Entrada: arranjo A[l..n]
» Saida: arranjo B[1..n]

» Memodria auxiliar: arranjo C[1..k] (arranjo de contadores)
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Ordenacao por contadores
Algoritmo

COUNTING-SORT(A, B, k)

O 0o

// zera os contadores
fori =1to k

Clil=0
/ conta em C[i] o nimero de ocorréncias de cada valor
for i = 1 to length(A)

CIA[] = CIA[]] +1
// conta em C[i] o nimero de valores menores ou iguais a A[i]
for i = 2to k

Cli] = C[i]+ C[i — 1]
// copia cada elemento de A na sua posicao final em B
for i = length(A) downto 1

BICA[]] = All]

CIAL] = CIAIi]] - 1
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Ordenacao por contadores

Simulacdo

COUNTING-SORT(A, B, k)

1 fori=1tok

2 Clil=0

for i = 1 to length(A)
CIA[] = CIA[]] +1

for i = 2 to k
Cli] = Cli]+ C[i — 1]

for i = length(A) downto 1
BICIALi]] = Al]
CIALl = CIAIi]] - 1

© 00 NO O~ W

A=(3,6,4,1,3,4,1), k=8,B=(?,2,7,2.72,7.7)
PPgsC
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Ordenacao por contadores

Simulacdo

COUNTING-SORT(A, B, k)

1 fori=1tok

2 Clil=0

/ C={0,0,0,0,0,0,0)

for i = 1 to length(A)
CIA[] = CIA[]] +1

for i =2 to k
Cli] = C[i]+ C[i — 1]

for i = length(A) downto 1
BICIAL]] = Al
CIAL = CIAIi]] - 1

© 00 NO Ol bW

A= <3’6’471’3’4’1>7k:8582 <?7?7?7?7?7?7?>
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Ordenacao por contadores

Simulacdo

COUNTING-SORT(A, B, k)

1 fori=1tok
2 Clil=0
/ C€=1{0,0,0,0,0,0,0)
for i = 1 to length(A)
CIA[] = CIA[]] +1
/ C=(2,0,2,2,0,1,0)
for i = 2 to k
Cli] = C[i]+ C[i —1]
for i = length(A) downto 1
BICIALi]] = Al]
CA[]] = CIA[]] -1

s~ W
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A=(3,6,4,1,3,4,1),k=8,B=(?,72,7,2,72,7.7) PPgSC
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Ordenacao por contadores

Simulacdo

COUNTING-SORT(A, B, k)

1 fori=1tok
Clil=0
for i = 1 to length(A)
CIA[] = CIA[]] +1
/ C=1(2,0,2,2,0,1,0)
for i = 2 to k
6 Cli] = C[i]+ C[i —1]
/C=1(224,60677)
7 for i = length(A) downto 1
BICIALi]] = Al]
CIAl] = ClAl] -1

(€] S~ N
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A=(3,6,4,1,3,4,1),k=8,B=(?,72,7,2,72,7.7) PPgSC
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Ordenacao por contadores

Simulacdo

COUNTING-SORT(A, B, k)

for i = 1to k
Clil=0
for i = 1 to length(A)
CIA[] = CIA[]] +1
for i =2 to k
cli] = €l + Cli - 1]
/ C=(2,2,46,6,7,7)
for i = length(A) downto 1
BICIA[]]] = All]
9 C[A[]] = Cl[A[]] -1
/ B=(1,1,3,3,4,4,6)

Sk w N

oo ~

A=(3,6,4,1,3,4,1),k=8,B=(?,7,7,2,72,7.7) PPgSC
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Ordenacao por contadores

Complexidade

» Ndmero de operagdes: ©(n + k)
» Espago: ©(n + k)

PPgsC
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Ordenacao por contadores

Complexidade

v

Ndmero de operagdes: ©(n + k)
Espago: ©(n + k)

v

v

Um algoritmo de ordenagao é estavel quando preserva a
ordem inicial entre elementos iguais.

» O algoritmo de ordenacdo por contadores é estavel?

» Justifique.

v

Se ndo houver repeticdes no arranjo inicial: o que pode-se
fazer para ter um algoritmo mais eficiente?
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Ordenacgdo por algarismos (radix sort)

Introdugdo

(Computer History Museum)

> N colunas x 10 linhas
» maquina de ordenar cartoes:
» configurada com um ndmero de coluna ¢
> separa os cartdes em 10 caixas em fun¢do de qual linha foi
perfurada naquela coluna.
» o operador junta as pilhas de cartdes: furo na la posicdo
primeiro, etc. R

PPgsC
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Ordenacao radix sort

Ideia

» Como configurar a maquina para ordenar cartdes?

PPgsC
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Ordenacao radix sort

Ideia

» Como configurar a maquina para ordenar cartdes?

» Solucdo

1.

SARE I Y

Separar por digito menos significativo (unidades)

Juntar

Separar por segundo digito menos significativo (dezenas)
Juntar

etc. até processar todos os digitos.
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Ordenacao radix sort

Simulacdo

Inicial

lo digito

20 digito

3o digito

4o digito

8091
0893
8635
8805
8856
8164
3868
9038
9224

PPgsC
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Ordenacao radix sort

Simulacdo

Inicial | 1o digito | 20 digito | 3o digito | 4o digito

8091 8091
0893 0893
8635 8164
8805 9224
8856 8635
8164 8805
3868 8856
9038 3868
0224 9038
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Ordenacao radix sort

Simulacdo

Inicial | 1o digito | 20 digito | 3o digito | 4o digito

8091 8091 8805
0893 0893 9224
8635 8164 8635
8805 9224 9038
8856 8635 8856
8164 8805 8164
3868 8856 3868
9038 3868 8091
0224 9038 0893
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Ordenacao radix sort

Simulacdo

Inicial | 1o digito | 20 digito | 3o digito | 4o digito

8091 8091 8805 9038
0893 0893 9224 8091
8635 8164 8635 8164
8805 9224 9038 9224
8856 8635 8856 8635
8164 8805 8164 8805
3868 8856 3868 8856
9038 3868 8091 3868
0224 9038 0893 0893
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Ordenacao radix sort

Simulacdo

Inicial | 1o digito | 20 digito | 3o digito | 4o digito

8091 8091 8805 9038 0893
0893 0893 9224 8091 3868
8635 8164 8635 8164 8091
8805 9224 9038 9224 8164
8856 8635 8856 8635 8635
8164 8805 8164 8805 8805
3868 8856 3868 8856 8856
9038 3868 8091 3868 9038
0224 9038 0893 0893 9224
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Ordenacao radix sort
Algoritmo

RADIX-SORT(A, d)

1 fori=1tod
2 Aplique uma ordenac3o estavel utilizando o digito /
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Ordenacao radix sort
Algoritmo

RADIX-SORT(A, d)

1 fori=1tod
2 Aplique uma ordenac3o estavel utilizando o digito /

Observacgdes
» Algoritmo candidato: ordenagdo por contador

» Este algoritmo funciona para qualquer tipo de dados que pode
ser visto como uma sequéncia de tamanho fixo (d), ordenavel
lexicograficamente.
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Ordenacao radix sort

Anilise

Correcao Verificado por inducdo utilizando a coluna sendo
ordenada, e o fato da ordenagdo sobre cada coluna
ser estdvel.

Complexidade Utilizando a ordenac3o por contadores, assumindo
k digitos diferentes,
» o custo de cada iteragdo é O(n + k);
» se ha d colunas, o custo é ©(d(n + k));
» quando d é constante, e k € O(n), entdo o
algoritmo é ©(n).
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Ordenagdo por lotes (bucket sort)

Introducdo

» Este algoritmo é aplicavel quando os dados a serem ordenados
estdo distribuidos uniformemente sobre um intervalo.

> Intervalo: {x | 0 <x <1}

PPgsC
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Ordenagdo por lotes (bucket sort)

Ideia

» Assumindo que ha n valores a ordenar;
» Criar um arranjo de n listas;

» Cada lista armazena os valores em uma parte do intervalo:
0<x<1/n1/n<x<2/n ...n—1/n<x<1.

» Os valores a ordenar s3o inseridos na lista correspondente.

» Com alta probabilidade, cada lista é pequena e pode ser
processada eficientemente pelo algoritmo de ordenacdo por
insercao

> As listas s3o copiadas para o arranjo final em ordem.

PPgsC
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Ordenagdo por lotes (bucket sort)

llustragdo

2| .17
3] .39
4] .26
5| .72
6] .94
7] .21
8| .12
9] .23
10] .68
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Ordenagdo por lotes (bucket sort)
Algoritmo

BUCKET-SORT(A)
n = length(A)
fori =1ton
Inserir A[i] na lista B[|n x A[i]]]
fori=0ton—-1
Ordenar BJi] por inser¢do
Concatenar B[0], B[1], ... B[n — 1], nesta ordem

SOl hWwW N
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Ordenagdo por lotes (bucket sort)

Anilise

Correcao

Complexidade
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Ordenagdo por lotes (bucket sort)

Analise
Correcdo Considere dois valores A[i] e A[j], tais que
Alil < Al
» os valores s3o copiados para os lotes B[i'] e
BJ/’], onde:
> i = |nAl]]
> J' = nAl]]
» Logo i’ <’
» se i’ =/, entdo A[i] e A[j] serdo ordenados
(pois cada lote é ordenado)
» se i’ < j, entdo A[i] e A[j] serdo ordenados, pois
cada valor de i’ vem antes de cada valor de j/
Complexidade

PPgsC
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Ordenagdo por lotes (bucket sort)

Anilise

Correcao
Complexidade  » A unica parte do algoritmo que tem
complexidade linear é a ordenac3do dos lotes
(linha 5).
» Utilizando resultados da teoria da probabilidade:

» havendo n lotes e n valores,

» assumindo uma distribuicdo uniforme dos
valores no intervalo [0, 1]

» o niimero esperado de valor por lote é ©(1).

» O custo esperado de ordenar cada lote é ©(1)
» O custo do algoritmo é linear.

PPgsC
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Sintese

Algoritmos de ordenacdo

» Complexidade tedrica: O(n?) ou O(nlg n).

» Importdncia da randomizacgdo para algoritmos “quase sempre
Stimos” .

» Memdria auxiliar: constante ou ndo?

» Estabilidade da ordenacao.
Caracteristicas dos dados a serem ordenados

» Completamente aleatdrios ou “quase-ordenados”?
» Passiveis de serem tratados por um algoritmo de complexidade
linear?
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