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Introducao

» Ordenagdo em ©(nlog n) (como ordenagdo por fusdo);
» Sem arranjo auxiliar (como ordenagdo por inser¢do);

» Baseado no conceito de heap.
» Listas de prioridade
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Heap

Conceito

» Arvore bindria

» value(N): valor no né N;
» left(N): filho esquerdo do né N (ou NIL);
» right(N): filho direito do né N (ou NIL).
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Heap

Conceito

» Arvore bindria cheia, e o dltimo nivel é preenchido da
esquerda para a direita. Propriedade estrutural
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Heap

Conceito

» Em cada né, o valor é maior ou igual aos valores nos nds
filhos

Propriedade de ordenacio

VN - left(N) = NIL V value(N) > value(left(N));
VN - right(N) = NIL V value(N) > value(right(N)).
Coroldrio: o maior valor encontra-se sempre na raiz.

vV vy vy

PPgsC



Heap

Exercicio

» Seja um heap com n elementos.
» Qual é a quantidade méxima de elementos no nivel |

(assumindo que 1 é o nivel da raiz, 2 o nivel seguinte, etc.)? y,
» Qual é a altura maxima do heap? <
» O que podemos dizer de cada sub-arvore de um heap? pPgsc



Heap

Representacdo dos dados

» Representacdo em um arranjo, digamos A:
» seja N; o nd na posigao i;
> N;: value(N;) = A[i], left(N;) = 2i, right(N;) = 2i + 1,
up(N;) = [i/2].
> A raiz fica na posi¢do 1.

67 62|58 |45|47|31|38(40|31(19|7|17
1 2 3 4 5 6 7 8 9 %0 112

PPgsC

6/20



Heap para listas de prioridade

Especificagdo

A lista de prioridade é uma colecdo de elementos com as seguintes
operacoes:

[

. Obter elemento de maior prioridade

2. Inserir um novo elemento

3. Retirar o elemento de maior prioridade
4

. Construir a lista a partir de uma sequéncia qualquer inicial
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Heap para listas de prioridade

Representacdo dos dados

Um arranjo A onde

» num(A): nimero de elementos na lista

v

size(A): capacidade maxima da lista
0 < num(A) < size(A)
Vil2 < i < num(A)-A(i) < A(li/2])

Exemplo:

v

v

v

(67]62]58]45]47[31[38]4031 197|017 ---]---[--]-]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

> num =12
> size =16
PPgSC



Heap para listas de prioridade

Obtenc3o do maior elemento

GET-MAX(H)

/N H= <31> . -7asize(H)> ANO < num(H)
1 return H[1]
A r=max{ai,...,aumH)}
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Heap para listas de prioridade

Insercdo de um elemento: principio e exemplo

» Inserir 60.
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Heap para listas de prioridade

Insercdo de um elemento: principio e exemplo

» Restricao: Preservar a propriedade estrutural.

» Criar uma nova folha a direita no dltimo nivel.
PPgsC
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Heap para listas de prioridade

Insercdo de um elemento: principio e exemplo

» Restricao 2: Reestabelecer a propriedade de ordenagao.

» ldeia: trocar valores com pai.
PPgSC
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Heap para listas de prioridade

Insercdo de um elemento: principio e exemplo

Continuar enquanto o valor “subindo”
> estd em um ndé com né pai;

» é maior que o valor do pai.
PPgSC
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Heap para listas de prioridade

Insercdo de um elemento: principio e exemplo
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Heap para listas de prioridade

Insercdo de um elemento: principio e exemplo

Exercicio:
» Desenhar o estado do heap apés inserir 50, 73, 65.
PPgsC
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Heap para listas de prioridade
Algoritmo

INSERT(H, v)

/ H= <217 SRR asize(H)> A num(H) < size(H)
1 num(H) = num(H) + 1

Hlnum(H)] = v
3 SiFT-UP(H, num(H))

SirT-UP(H, i)

1 if i > 1 and H[i] > H[up(i)]
2 SwaP(H, i, up(i))

3 SirT-UP(H, up(i))

» Complexidade no pior caso

» Uma chamada por nivel da drvore
» O(log Num(H)) PPgsC
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Heap para listas de prioridade

Remoc¢do do maior elemento: principio e exemplo

» O elemento 67 deve ser removido.
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Heap para listas de prioridade

Remoc¢do do maior elemento: principio e exemplo

» Restricdo: Preserva a propriedade estrutural.
» A folha a mais a direita é o tnico né que pode ser removido.
» Mover o elemento nesta para raiz e eliminar o né. PPgsC
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Heap para listas de prioridade

Remoc¢do do maior elemento: principio e exemplo

» Restricao 2: Reestabelecer a propriedade de ordenac3o.
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Heap para listas de prioridade

Remoc¢do do maior elemento: principio e exemplo

» Restricao 2: Reestabelecer a propriedade de ordenagao.

» lIdeia: trocar valores com filho que tem maior elemento.
PPgSC
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Heap para listas de prioridade

Remoc¢do do maior elemento: principio e exemplo
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Heap para listas de prioridade

Remoc¢do do maior elemento: principio e exemplo

Continuar enquanto o valor “descendo”
» tem um ou dois filhos;

» é menor que o maior dos filhos.
PPgSC
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Heap para listas de prioridade

Remoc¢do do maior elemento: principio e exemplo
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Heap para listas de prioridade

Remoc¢do do maior elemento: principio e exemplo
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Heap para listas de prioridade

Remoc¢do do maior elemento: principio e exemplo
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Heap para listas de prioridade

Remoc¢do do maior elemento: principio e exemplo
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Heap para listas de prioridade

Remoc¢do do maior elemento: principio e exemplo

Exercicio:

» Desenhar o estado do heap apds uma, duas, trés,... remog¢oes

do maior elemento.
PPgSC
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Heap para listas de prioridade

Algoritmo

REMOVE-MIN(H)

N

# H=(a1,...,aszeH)) N0 < num(H)
H[1] = H[num(H)]

num(H) = num(H) — 1
SiFT-DOWN(H, 1)
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Heap para listas de prioridade
Algoritmo

SIFT-DOWN(H, i)
if LEFT(i) > num(H)
return
elseif LEFT(/) = num(H) and H[i] > H[LEFT(/)]
SwAP(H, i, LEFT(i))
else
if H[LEFT(/)] > H[R1GHT(/)]
m = LEFT(/)
else m = RIGHT(/)
if H[i] > H[m]
SWAP(H, i, m)
SIFT-DOWN(H, m)

H O ©WOo0O~NO O WN R

—_ =

» Complexidade no pior caso
» Uma chamada por nivel da arvore: ©(log Num(H)) PPgsc
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Heap para listas de prioridade

Construcdo

» Considerando uma sequéncia de valores em uma ordem
qualquer, como construir um heap?

» Se os valores estdo em um arranjo, a propriedade estrutural é

inicialmente satisfeita.
PPgsC
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Heap para listas de prioridade

Construcdo

> Inicialmente, as folhas formam sub-adrvores que sdo heaps.

PPgsC

15/20



Heap para listas de prioridade

Construcdo

» Cada né interno cujas sub-arvores sdo heaps é analizado.
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Heap para listas de prioridade

Construcdo

» Se é maior que os filhos, nada é feito.
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Heap para listas de prioridade

Construcdo

» Sendo, a sub-drvore é corrigida aplicando SIFT-DOWN.
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Heap para listas de prioridade

Construcdo

» A sub-arvore passa a ser um heap.
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Heap para listas de prioridade

Construcdo

» E assim sucessivamente...
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Heap para listas de prioridade

Construcdo
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Heap para listas de prioridade

Construcdo
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Heap para listas de prioridade

Construcdo
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Heap para listas de prioridade

Construcdo
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Heap para listas de prioridade

Construcdo
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Heap para listas de prioridade

Construcdo
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Heap para listas de prioridade

Construcdo
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Heap para listas de prioridade

Construcdo
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Heap para listas de prioridade

Construcdo
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Heap para listas de prioridade

Construcdo

» Finalmente, o arranjo forma um heap.
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Heap para listas de prioridade

Algoritmo de construgdo

BuiLp(H)
1 for i = num(H)/2 downto 1
2 SIFT-DOWN(H, i)

» Complexidade
> n nods,
» H4, no maximo, n/2"*1 nés na altura h,
O custo na altura h é O(h),
T(n) = X35 [n/2"1]0(h)
= O(n Y5 h/2")
= 0(n3>2 h/2")
> progress3o geométrica: Y oo x* = ;-
derivada: 3207, kxK = g, x =1/
T(n) = O(n) PPgsC
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Listas de prioridade e heaps

Sintese da complexidade no pior caso

Obter elemento de maior prioridade ©(1)
Inserir um novo elemento ©(lg n)

Retirar o elemento de maior prioridade ©(Ig n)

=

Construir a lista a partir de uma sequéncia qualquer inicial

©(n)

PPgsC
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Ordenacao e heaps

l67]62]58]45]47]31 384031 197|017 ---]---[---] ]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1112 13 14 15 16

» Como utilizar o conceito de heap para ordenar o arranjo em

ordem crescente?
PPgSC
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Ordenacao e heaps

Principios

» O maior valor estd na posicdo 1 do heap.
» Deve ficar na tltima posicao do arranjo ordenado.

PPgsC
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Ordenacao e heaps

Principios

O maior valor estd na posicdo 1 do heap.

Deve ficar na dltima posi¢cdo do arranjo ordenado.

Inverter o conteddo das posigcdes 1 e num(H).

Decrementar num(H).

Reestabelecer a propriedade de ordenacdo aplicando

SIFT-DOWN a posicdo 1.

Repetir enquanto num(H) > 2. PPgSC
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Ordenacao e heaps

Complexidade

» Ha ©(n) chamadas a SIFT-DOWN
» Cada chamada custa O(lgn).
» Logo o custo total é O(nlgn)
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