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Contexto

Entender problema

|

Escolher abordagem

|

Projetar algoritmo

|

Provar correcao

|

Analizar complexidade

|

Codificar algoritmo

3
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Anilise de algoritmos

analysis

detailed examination of the elements or structure of
something, typically as a basis for discussion or
interpretation: statistical analysis — an analysis of
popular culture.

— Dictionary Apple 2.2.3
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Anilise de algoritmos

analysis

detailed examination of the elements or structure of
something, typically as a basis for discussion or
interpretation: statistical analysis — an analysis of
popular culture.

— Dictionary Apple 2.2.3

> correcao

» simplicidade

» generalidade

> recursos necessarios para ser aplicado <

» tempo de processador
» quantidade de memdria



Estrutura da apresentacao

Ll

arcabouco de andlise, nogdo de crescimento asintético;
notacdes asintéticas; O, 2, ©;
analise de algoritmos nao recursivos;

analise de algoritmos recursivos.
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Introduction to

The Design and Analysis of Algorithms
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Terminologia

» eficacia temporal, complexidade temporal:
» qudo rapido o algoritmo se executa?
» quantos ciclos de processadores s3o necessarios para executar o
algoritmo?
» eficacia espacial, complexidade espacial:
» quanta memdria o algoritmo requer para armazenar os dados
que manipula?
» quantas unidades de memdria precisam ser alocadas?



Motivacao

> recursos computacionais escassos;

» computacao moével, computacdo ubiqua: computacdo =
energia;

» geralmente a velocidade é um recurso mais critico;

> tempo de execu¢do tem sido o aspecto onde ganhos sao
maiores
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Motivacao

> recursos computacionais escassos;

» computacao moével, computacdo ubiqua: computacdo =
energia;

» geralmente a velocidade é um recurso mais critico;

> tempo de execu¢do tem sido o aspecto onde ganhos sao
maiores

Foco na complexidade temporal
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Parametro da complexidade

Observacao

Para quase todos os algoritmos, quanto maior for o tamanho da
entrada, maior é o nimero de computacoes necessarias.

E natural querer definir a complexidade de um algoritmo em
funcdo do tamanho da entrada.
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Exemplos

» processamento de uma lista: o ndmero de elementos na lista;

> processamento de uma matriz: o nimero de linhas e colunas
da matriz;

» processamento em grafo: ndmero de vértices, numero de
arestas;

> processamento de nimeros: nimero de bits usados para
representar os nimeros (|log, n| + 1).

» verificar se uma férmula de Iégica Booleana é valida: nimero
de variaveis proposicionais.



Exercicios

Ll

o

calcular a soma de n ndmeros;
calcular nl;
encontar o maior elemento em uma lista de n elementos;

algoritmo para multiplicar dois inteiros decimais de n digitos
cada;

crivo de Eratdstenes;

algoritmo de Euclides.

PPgsC
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Unidade de medicao do tempo de execucdao de um
algoritmo

Abordagem ingénua

» implementar o algoritmo na sua linguagem de programacao
favorita;

» medir o tempo de execu¢do da implementacdo para diferentes
entradas é ingénua
Problemas:
» caracteristicas do hardware tem influéncia;
» compilador tem influéncia;
» dificuldade de medic3o precisa.
N3o é satisfatério
PPgSC
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Unidade de medicao do tempo de execucdao de um
algoritmo

Precisamos de uma abordagem que n3o dependa de fator externos
ao algoritmo.

» contar quantas vezes cada comando do algoritmo é executado.

Exemplo (Cormen et al.)

PPgsC
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Exemplo

INSERTION-SORT(A)
1 forj=2to length[Al / ¢1-n

N

~N o 0o bW

key = Alj] / c2-(n—1)

i=j—1/c- (n—1)

while i > 0N A[i] > key # ca-> ] 5t
A1) = A/ cs Yol 1)
’—’_1//C622(t1 1)

Ali +1] = key // c7 - (n—l)

¢;: custo de executar cada linha

tj: ndmero de vezes que o teste é efetuado para o elemento

Alj]-

custo total: c1.n+ . (n—1)+c.(n—1)+ca. D7 5t +

5.2 ot — 1) +c6. 27 o(t — 1) +c7.(n—1) PPgSE
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Exemplo

T(n) = ante(n—1)+ca(n-1)+c. > ,t+
Cs. ) it — 1)+ c6. D i p(tj — 1) + c7.(n— 1)
= (a+ao+at+ag)n—(o+a+cq)
+cCy. 27:2 ti + (c5 + co)- 27:2(@' -1)
Observamos que a complexidade do algoritmo depende de n, dos t;
e dos ¢;.

PPgsC
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Exemplo

T(n)

c.nte(n—1)+c.(n—1)+ca ) o tj+
Cs. ) it — 1)+ c6. D i p(tj — 1) + c7.(n— 1)
= (a+ao+at+ag)n—(o+a+cq)

+c4. 27:2 ti + (c5 + co)- 27:2(@' -1)

Observamos que a complexidade do algoritmo depende de n, dos t;
e dos ¢;.

Exercicio
Os ¢; dependem da plataforma de execucdo, ndo de A.

1. Qual o menor valor possivel para os t;? Corresponde a qual
situacao?

2. Qual o maior valor possivel para os t;? Corresponde a qual
situacao?

. . . N )24
3. Qual a complexidade do algoritmo nestas duas situacdes? PPgsC
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Exemplo: melhor caso

INSERTION-SORT(A)
1 forj=2to length[A] / ¢1-n

2 key = A[j] #/ c2-(n—1)

3 i=j—1/c-(n-1)

4 while i > 0N A[i] > key / ca-> 1 ot
5 A+ 1] = ALl s (1)
6 i=i—-1/c¢c- Z (8 —1)

7 Ali +1] = key // c7 - (n—l)

> O teste do lago é avaliado uma vez apenas.

» ti=1paraj=2,---n

PPgsC
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Exemplo: melhor caso

dial=n—-1lel ! ,1-1=0

T(n) = (at+aet+ata)n—(a+ca+c)
+c4. erfzz tj + (s + cs). Zjnzz(tj -1)

PPgsC
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Exemplo: melhor caso

dial=n—-1lel ! ,1-1=0

T(n) = (a+ae+a+ag)n—(a+a+c)
+ea. 3ot + (s +c6) D o(t — 1)
= (ataot+a+g)n—(a+a+c)
+c.(n—1)
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Exemplo: melhor caso

dial=n—-1lel ! ,1-1=0

(a+o+a+tag)n—(ao+a+c)
+C4‘ 27:2 t,l + (C5 + Cﬁ)' ZJnZZ(t:I - 1)
(a+o+a+tag)n—(ao+a+c)
+c.(n—1)

(a+ao+agt+a+tceag)n—(a+ca+a+c)

PPgsC
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Exemplo: pior caso

INSERTION-SORT(A)
1 forj=2to length[A] / ¢1-n

2 key = A[j] #/ c2-(n—1)

3 i=j—1/c-(n-1)

4 while i > 0N A[i] > key / ca-> 1 ot
5 A+ 1] = ALl s (1)
6 i=i—-1/c¢c- Z (8 —1)

7 Ali +1] = key // c7 - (n—l)

> O teste do lago é avaliado j vezes.

> ti=j jparaj=2,---n

PPgsC
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Exemplo: pior caso

i = M 1 e 3 (- 1) = 2

T(n) = (a+ca+c+c)n—(c+c+cr)
+cq. 27:2 tj + (cs + c6)- Z}’:z(tj -1

PPgsC
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Exemplo: pior caso

By

J

2J =

n(n+1 1 e Z (J _ 1) _ n(n;l).

T(n) = (a+ao+a+ag)n—(o+c+a)
+C. ZJ 2t + (5 + Go). ZJ ot — 1)
= (at+taot+atc)n—(a+ac+c)

ca (") 1) 4 (o + cp). )

PPgsC
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Exemplo: pior caso

Soj=" 1 e T (- 1) =

T(n) = (a+ca+atc)n—(c+ca+c)
+aa Dot + (s +c6). D07 (L — 1)
= (at+at+at+e)n—(c+c+c)

ca (22 1) 4 (5 + cp). 2oL

T(n) = Shgte 2y
(a+tot+ta+3 -3 -3 +c)n
—(c+a+a+ QS—F % + ¢7)

PPgsC
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O conceito de operacdo basica

» Esta forma de anilise é demasiadamente detalhista;

» Estes detalhes s3o inlteis, pois os ¢; sdo fatores externos ao
algoritmo.

» Ao invés disto, deve-se identificar a operacdo predominante na
execucdo do algoritmo: a operagdo basica.

» A operacdo basica é aquela operacdo mais executada pelo
algoritmo.

» Basta contar quantas vezes o algoritmo executa a operacdo
basica.

Ponto chave

O arcabouco classico de andlise de complexidade de algoritmos é
contar quantas vezes a operac¢do bdsica é executada, em fung¢do do_ 4
tamanho da entrada n.

)

PPgsC

20 /32



Identificacao da operacao basica

Dica
Em algoritmos iterativos, é a operagdo que fica no lago mais
aninhado.

PPgsC
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|dentificacdo da operacao basica

Dica

Em algoritmos iterativos, é a operagdo que fica no lago mais
aninhado.

INSERTION-SORT(A)
1 forj=2to length[Al / c1-n

2

~N O bW

key = A[j] #/ c2-(n—1)
i=j—1/c-(n—1)
while i > 0NA[i] > key / ca-> [ 5t
Ali+1] = Al / cs- X0t — 1)
i=i—1/c Y0 ,(t—1)
Ali+1] = key #/ ¢7-(n—1)

Em outras palavras: quantas comparag¢des sao necessarias para
ordenar n elementos com o algoritmo de ordenac3o por insercdo? ppgst
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Exercicio

Qual a operagdo basica do algoritmo de busca linear?

LINEAR-SEARCH(A, v)
1 j=1

2 while A[j] # v and j < length(A)
3 = +1

4 if j < length(A)

5 return j

6 else return NIL

PPgsC



Exercicio

1. Considere o algoritmo de soma de duas matrizes N x M.
Qual a operacio basica? Quantas vezes é executada?

2. Considere o algoritmo de multiplicagdo de uma matriz N x M
por uma matriz M x P.
Qual a operacdo basica? Quantas vezes é executada?



Consideracoes

v

Considere um algoritmo qualquer.

v

Seja ¢ o custo da execucdo da operacdo bdsica.

v

Seja C(n) o nimero de vezes que esta operagdo é executada
pelo algoritmo.

v

O tempo de execu¢do do algoritmo T(n), para uma entrada
de tamanho n é tal que T(n) = ¢ x C(n).
Atencgdo T(n) é aproximado:
» ¢ é aproximado,
> as opera¢bes ndo basicas ndo sdo contabilizadas.
» é uma estimativa razodvel menos no caso de n ser muito
pequeno ou muito grande.

v



Perguntas

T(n) =~ c x C(n).

» Quantas vezes mais rapido serd executado o algoritmo em um
computador 10 vezes mais rapido?

» Assumindo C(n) = 3.n.(n — 1): quantas vezes mais tempo

levard a execug¢do do algoritmo se multiplicarmos o tamanho
da entrada por dois?



Perguntas

T(n) =~ cx C(n).

» Quantas vezes mais rdpido serd executado o algoritmo em um
computador 10 vezes mais rapido?
10

» Assumindo C(n) = 3.n.(n — 1): quantas vezes mais tempo
levard a execuc¢do do algoritmo se multiplicarmos o tamanho
da entrada por dois?

PPgsC
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Perguntas

T(n) =~ c x C(n).

» Quantas vezes mais rdpido serd executado o algoritmo em um
computador 10 vezes mais rapido?

10

» Assumindo C(n) = 3.n.(n — 1): quantas vezes mais tempo
levard a execug¢do do algoritmo se multiplicarmos o tamanho

da entrada por dois?

T(2n)/T(n)

cx C(2n) C(2n)

cx C(n)  C(n)
2n.(2n—1)  4n?> —2n

n(n—1)  n2—n
4 se n for grande



Observacoes

Para responder a pergunta:
» Assumindo C(n) = 3.n.(n — 1): quantas vezes mais tempo
levard a execug¢do do algoritmo se multiplicarmos o tamanho
da entrada por dois?

PPgsC
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Observacoes

Para responder a pergunta:

» Assumindo C(n) = 3.n.(n — 1): quantas vezes mais tempo
levard a execug¢do do algoritmo se multiplicarmos o tamanho
da entrada por dois?

Observe que:

1. N3o precisamos saber o valor de ¢ para responder: ele foi
simplificado.

2. O fator multiplicativo % também foi simplificado.

3. Em C(n) apenas o mondmio de maior coeficiente foi
determinante para calcular o resultado (assumindo n é grande
o suficiente).

Ponto chave
A anidlise de algoritmos desconsidera os fatores multiplicativos, e
concentra-se no crescimento asintético considerando entradas de <

grande tamanho.



Crescimento asintdtico

» O custo do algoritmo para entradas pequenas é geralmente
irrelevante.

» A diferenga entre algoritmos se faz com entradas de grande
tamanho.

» Para entradas de grande tamanho, a crescimento asintético do
custo de computacdo é o aspecto mais importante.

PPgsC

27 /32



Valores (aproximados) de fun¢des significativas

2

n |logon n nlogy n n n 2n n!

10] 3,3 10 3,3x10' 10° 10° 103 3,6 x 10°
102| 6,6 102 6,6 x 102 10* 10 1,3 x10% 09,3 x 107
103| 10 10 1,0x10* 10° 10°
10| 13 10* 1,3x10° 10 10°
10| 17 10° 1,7 x10% 10%° 1015
106 20 10° 2,0 x 107 10'? 10%®

PPgsC
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Valores (aproximados) de fun¢des significativas

n ‘ logon n nlog, n n? n3 2"

n!

10| 3,3 10 3,3x10' 10% 103 103

3,6 x 10°

102| 6,6 102 6,6 x 102 10* 10° 1,3 x 103 9,3 x 1057

103 10 10% 1,0x10* 10° 10°
10| 13 10* 1,3x10° 10 10°
105 17 10° 1,7x10% 100 1015
106 20 10° 2,0x 107 10 108

A func¢3do logaritmo é a que cresce mais devagar.

» Algoritmos de complexidade logaritmica tem custo
imperceptivel.

> A base do logaritmo € irrelevante: log, n = log, n x log, b. As
fungdes s6 sdo diferentes por uma constante multiplicativa.

PPgsC
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Valores (aproximados) de fun¢des significativas

n ‘ logon n nlog, n n? n3 2" n!

10] 3,3 10 3,3x10' 10° 10° 103 3,6 x 10°
102| 6,6 102 6,6 x 102 10* 10 1,3 x10% 09,3 x 107
103| 10 10 1,0x10* 10° 10°
10| 13 10* 1,3x10° 10° 10°
10°| 17 10° 1,7x10® 1019 1015
106 20 10° 2,0x 107 10 108

As fungbes 27 e n! tem crescimento muito rapido.
» Para qualquer entrada n3o pequena, o valor é astronémico;

» O tempo de execucio para entradas grandes excede a idade
estimada do universo oc.

» Nao sdo prdticos para entradas que nao sejam pequenas.



Exercicio

Como reagem essas fun¢bes quando n é duplicado? quadruplicado?

> log, n
> n
> nlogy n

>n2

>
» 2N

> n!

PPgsC
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Exercicio

Para cada par de fungdes, indique se a primeira tem maior
crescimento asintético que a segunda, menor crescimento
asintdtico, ou se os crescimentos asintéticos sdo iguais:

» n.(n+1) e 2000.n%
logy n e lnn;

2"l e2m,

100.n% € 0,01.n%;
log3 n e log, n%;
(n—1)lenl

v

v

v

v

v

PPgsC
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Exemplo: crescimento asintdtico

TUO — Q+§+%JF+
(at+aot+tat+s -5 -3 +c)n
—(Qz%—C3+—G4+—%i+-%i+-qO

T(n) = an’+bn+c

onde a, b, ¢ s3o constantes que dependem da plataforma de
execu¢ao.
Quando n é grande, o fator predominante é a.n?.
Diz se que
» T(n) € O(n?).
» O crescimento asintético do tempo de execuc3o é n?

» O algoritmo é quadratico.

PPgsC
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Sintese

v

v

tamanho da(s) entrada(s)

operacdo bdasica

» crescimento asintdtico

v

logaritmica
linear
quase-linear
quadratica
polinomial
exponencial
fatorial

funcdes tipicamente encontradas

log n,

n,

nlog n,

n?,

nk onde k > 1
k", onde k > 1

n!

PPgsC
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